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Часть | 


ВВЕДЕНИЕ. 


Механика ость наука о равновесии и движении физических тел. В зависимости 
от того, в какой точки зрения рассматриваются в ней эти вопросы, оиа делится иа 
три части: статику, хинематику и динамику. 

В статике исследуются вопросы о равновесии тел и о замене одних сил дру- 
гими, производящими то же действие. 

В кинемативе рассматривается движение тел © геометрической стороны, не 
обращая внимания на причины, производящие движение, т.-6. на силы. Это есть ге-. 
ометрия, в которой в проетранетвенным предетавлениям присоединено понятие о времени. 

В динамике рассматривается движение физических тел, при чем обращается 
внимание на силы, его производящие, и на влияние количества материи (массы) рас- 
сматриваемых тел на движение. Здесь решаютея вопросы 0б определении сил, произво- 
дящих данное движение тел или, наоборот, об определении движения, происходящего 
от данных сил, 

Иногда ` механику разделят на две чаоти: киноматику и кинетику, при 
чем в последнюю включают статику и динамику. Кинематика для своего изложения 
не требует никаких новых начал и опирается на аксиомы геометрии, — она является 
звеном, соединяющим механику е геометрией. Для изложения же кинетики необходино 
принять без доказательства несколько основных начал или закоиов механики. . 

В механике изучаются вопросы о равновесии и движении твердых, жидких и 
тазообравных тел, Но эти тела при их рассмотрении в механике идеализируются, т.-е. 
принимают за абсолютные те свойства тела, которые в природе имеют место только до 
некоторой степени, Так, твердое тело в механике рассматривается, как абсолютно 
твердое, т.е. такое, расстояния между частицами которого не могут изменятьея. 
Капельнан жидкость расематривается, как тело абсолютно иесжимаемоь, ит. д. 
Споеоб идезлизирования предметов изучения есть общий способ научнато исследования; 
он об’ясняется тем, что мы не можем сразу охватить вое свойства предмета и еоере- 
дотачиваем свое внимание лишь на главнейших из них. 

Кроме таких идезлизированных тел, в механике, для упрощения ее изложения, 
рассматривается еще физическое тело, размеры которого во всех направлениях исче- 
зающе малы. Такое тело называется материальной точкой. Если переходить 
к материальной точке’ посредством воображаемого деления тела на части, все более 
и более’ мелкие, то в пределе получается материальная точка с исчезающе малою 
массою; если же воображать, что количество материи в теле ие изменяется, а размеры 
его убывают до беспредельно малых, то получается фиктивное тело, представляющее 
материальную точку с`коиечною массою. Механическое осуществление материальной 
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точки съ конечною массою ‘мы имеем в центре тяжести твердого тела, так как. будех 
показано, что сила, приложенная к центру тяжести свободного твердого тела, сообщаех 
ему одно и то же движение, как бы ни изменялась форма тела, лить бы количество 
материи в теле сохранилось -одно и 10 же, Отсюда заключаем, что движение центра 
тяжести данного тела не изменилось бы, если бы мы все тело сжали в одну материаль- 
ную точку той ве массы. Это значит, что дентр тяжести вободного твердого тела 
с механической точки зрения тождествен с материальною точкою конечной массы. 

ЗВеякое тело можно рассматривать, как состоящее из соединения материельных 
точек. При таком воззрении тело называетея системою материальных точек. Тве рдое 
тело представляет так называемую неизменяемую систему. В. теоретической меха- 
нике изучаются вопросы © равновесии и движении различных сиетем материальных 
точек, но в элементарном курсе теоретической механики, который мы будем изучать 
теперь, рассматриваются вопросы только о равновесии и двиисяии материальной точки 
и неизменяемой системы (твердого тела). 


СТАТИ КА. 


$1. 0 силах, Силами называются причины, приводящие физические тела в дви- 
нение ‘или изменяющие уже имеющееся днижение их. Силы проиеходят от взаимо- 
действия одних тел на другие. Силы могут быть разнообразны. Но в ‘механике не 
занимаются исследованием различной природы сить и считают тождественными вее 
‚те вилы, которые сообщают одному и тому же физическому телу одно и то же дви- 
нение. Это воззрение позволяет нам составить реальное ‚представление о силах. Вея- 
кую неизвестную причину, приводящую в движение тело, мы отождествляем с воз- 
дейстнием наших соботвенных усилий на это тело, при которых оно получает такое 
ве движение. Будем сначала рассматривать твердые тела и лосмотрим, каким образом 
мы можем приводить их в движение. Чтобы ‘сделать это вполне определенным епосо- 
бом, мы привязываем к некоторому месту в теле нить и натягиваем ее в какую-ни- 
будь сторону с известным усилием. Место прикрепления нити может быть уменьшаемо, 
и мы можем мысленно представить себе одну материальную точку, на которую непо- 
средственно действует весьма тонкая нить. Такая точка называется точкою прило- 
жения силы, направление нити называется направлением силы, а усилие, с кото- 
рым нить натянута, даст нам величину силы. Вели мы будем действовать натяну- 
той нитыо на цёнтр тяжести свободного твердого тела, то увидимъ, что он придет 
в движение по направлению нити. Так как этот случай, по сказанному во введении, 
соответствует случаю действия силы на мазериальную точку конечной маесы, то можно 
сказаль, что направлением силь, действующей на свободную материальную точку, на- 
зывалот направление тюй прямой, по которой эта зпочна начинает деталться от 
действия силы. у ` 

Точное определение величины силы получим, установив понятие о равных и крат- 
ных силах. Равными ны ‘называем такие две силы, которые, действуя на одну и ту 
ще точку приложения водном и том же направлении, сообщают телу одинаковое дви- 
жение; п—кратной еилою называем мы одиовременноё действие на одиу и ту же 
точку приложения в одном и том же налравлении п равных сил. 

Величина силы определяется из сравнения данной силы с силой, принятой за 
еднницу. Принимая 8а единицу силы натяжение нити грузом в один килограмм, мы 
будем звать силою в 2 килограмыов силу натяжения нити, происходящую от одновре- 
мениого воздействия на нить ® грузов в один килограмм, т.е. груза в в килограммовъ. 

Для практического определения величины силы употребляются приборы, навы- 
ваемые динамометрами. На фиг. 1 представлен динамометр Понселе. Он со- 
стоит из пружины 480, к которой прикреплены две дуги аб и с. Первая дуга при- 
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соединена неподвижно в точке а и проходит сквозь другой конец в отвероме ©; вторая 
зе дуга неподвижно укреплена в точке с и проходит через другой конец пружины 
в отверстие Х. В точке & прикреплено кольцо, а в точке $ крючек, Закрепив кольцо 
динамометра и привфшивая на крючек грузы в 1, 2, $, 4,... килограммов, мы будем 
наносить против точки # на дуге сй деления, отмечая их соответственными цифрами 
1, 2, 3, 4,... Для определения неизвестной силы, мы, укрепив кольцо динамометра, 
тянем неизвестной силой за крючек;: тогда деления у Х укажут нам величину силы 
в килограммах. В этом динамометре мы пользуемся тем началом, что две уравновеши- 
вающие силы равны между собою. Сначала некоторый определенный груз, стягивающий 
до некоторой степени пружину 486, уравновешивается ее упругостью, потом пружина, 
стягивающаяеся до той же степени, что и под действием груза, Уравновшивает собою 
неизвестную силу; следовательно, величина неизвестной силы равна величине грува, 


Фак, 2. 


Для измерения болышнх сил употребляется обыкновенно динамометр Реньо 
` (фиг. 2}. Он имеет в своей конструкцин ту же основную мысль, что и динамометр 
'Понселе; только в нем пружина имеет иную форму, и деления указываются стрелкой, 
соединенной с пружиной посредётвом особой системы рычагов, которыми стрелка, пе- 
редвигаюцщаяся по циферблату с легким трением, толкается вперед, но не идет назад, 

. когда сила перестает действовать. 

Сила представляется обыкновенно графически: для этого. через точку 0 (фиг. 3) 
приложения снлы проводят в сторону ев направления линию 04 и откладывают на 
эхой линии длину 04, выражающую величину силы в каком-либо условном масштабе. 
В геометрии называют вектором отрезок прямой, данной по величине и направлению. 
Тав как сила выражается подобным отрезком 04, то можно сказать, что с зеоменрнче. 
ской точки зрения сила есть вектор. ели на тело действует одновременно несколько 
сил Р, ©, В (фиг. 4), то такое собрание сил называется системою сил. Одна сила, 
сообщающая твердому телу то же движение, какое сообщает ему данная система сил, 
называется равнодействующей этой системы сит. Лве системы сил, сообщающие 
одному и тому ше телу одно и то же движение, называются эквивалентными. 


А 


Шт 


Если одна система вместе с данною системою сил находится в равновесии на теле, те 
ее зовут уравновешивающею данной системы сил; если же две системы взанмео 
уравноветиваютея, то одна относительно другой называетея’ уравновешивающею 
системою сил. ^ 

$ 2. Начала статини, Изложение статики развивается логическим путем, опираясь 
на несколько простых. истин, которые принимают без доказательств. Эти истины назы- 
ваются началами статики. Мы принимаем следующие качала; 


ро 


Фиг, 8. Фиг. 4. Фиг. 5. 


Т. Две ‘равные силы, направленные в противоположсиые стороны по лан, соеди- 
ияющей точки их приложения, уравновениваются на твердом теле (фиг. 5). 

1. Действие вил ме изменится; если прибавить к ним или отнять от них си- 
тему сил, находящихся в ‘равновесии на теле. Здесь под словами «действие не изые- 
нится» подразумевается, что положенпе тела от прибавления или вычитания сил не 
изменится, т.-е. если прежде было равновесие, то оно останется, а если прежде было 
двинекие, то оно и останется совершенно таким же. 

2. Дае силы, действующие на одну в ту же точну прилооюения под зплом, 
`“Тилеют ‘равнодействующую, которая ` проходи через зту оке 

точку приложения и лежит внутри зла, образованною силами 
(фиг. 6), В случае ‘равенства сил равиодейству ующая делит узол 
между ими пополам. 

ТУ. Механический эффетт связей, стесняющих свободу 
движения тела, может бъйть заменен действием сил. При евя- 
зях без трения силы, развиваемые связями, таковы: неподвиж- 
ная точка может развить всякую силу, проходящую через эту 
точку; неподвижная ось в теле может развить всякую силу, 
проходящую через эту ось; неподвижная ось, вдоль которой 
тело может скользить, может развить всякую силу, проходя- 
щую через эту ось и нормальную к ней; неподвижная 
поверхность, по которой может скользить точка тела, может раз- 
вить всякую силу, кормальную Е поверхности и прохо- 
дащую через точку опоры; неподвижная точка, на кото- 

рую опирается поверхность тела, может развить всякую силу, проходящую через 
‘точку опоры и нормальную к поверхности тела. Если на несвободное тело действует 
сила, а связи могут развить равную и противоположно каправленную силу сопро- 
тивления, то произойдет равновесие. В`противном случае будет движение. На фиг. 7 
ка твердое тело действует сила Р, направление которой проходит через неподвижную 
0еБ ху. Так как эта ось может развить равнуто и противойсложно направленную силу №, 
чо будет равновесие. На фиг. 8 на тело действует сина Р, направление которой про- 


Фиг. 6. 
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ходит через точку опоры А и нормально к опорной поверхности тела. Так как опорная 
поверхность может развить равную. и противоположную силу №, то произойдет 
`равновесие. 

Т. Ебли тело наодится в равновесии, то равновесие не нарушается от приби-` 
вления к нему новых связей; если ее тело’ находится в движении, то движение не 
изменител от прибавления новых связей без трения, соласных с движением. Поясним 
поснеднее примером. Тело А (фиг. 9) движется прямолинейно ло направлению, указан- 
ному стрелкой. В этом теле мы можем всегда взять в указанном направлении ось ху и 
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Фиг. 7. . Фяг. 8. 


поместить на нее две точки тела, которые могут по ней скользить без трения. Очевидно. 
что от прибавления этой новой связи движение тела ве изменится. | 

УГ Действие фавно противодействию. Этот замечательный закон был указан 
Ньютоном. Его удобно формулировать для двух материальных точек. Две материальные 
точки действуют друг на друга по прямой, их соединяющей, силами, равными и наира- 
вленными в противоположные стороны. Если материальная точка А (фиг. 10) действует 
на материальную точку 8 с силою Р, направленною по АВ, то материальная точка В бу- 
дет, в свою очередь, действовать на материальную точку А с силою Р', которая равна Р” 
и направлена в прямопротивоположную сторону. Так как давления друг на друга двух 
физических тел слагаются из взаимодействия материальных точек, составляющих эти 
тела, то всяедствие указанного закона два тела давят всегда друг на друга равными и 
противоположно направленными силами. В начале четвертом указывались силы сопроти- 
вления связей на опирающееся о них твердое тело; но по закону действия, равного про- 
тиводействию, давление тела на удерживающие его связи равно и противоположно эти 
силам сопротивления, | 
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Фиг. 9. Фиг. 10. 


Из вышейзложенных начал статики мы можем вывеети несколько простых 
следствий, . 

1. Пусть на тело в какой-либо точке А действует сила Р (фиг. 11). На ее продол- 
жении возьмем произвольную точку 8. К, этой точке по противоположным направлениям: 
приложим силы Р’и Р", равные силе Р, отчего, по началу второму, действие данной 
силы не изменится. Заметим теперь, что силы Ри Р”, по началу первому, взаимно: 
уничтожаются, и мы можем отбросять их. Тогда будем иметь силу Р’, производящуче, 
на тело то же действие, что и сила Р. 
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Отсюда правило: точку приложения силь, действующей и эпвердое тело; можно" 
переносить по направлению силы, не униипосвая и не изменяя действия силы. Обна- 
ружим, что иной замевы одной силы другою, производящею то же действие, быть не- 
может. Положим, что сила Р, приложенная к твердому телу ‘в точке И, может быть за- 
менена силой ©, приложенной в точке 8 (фиг. 12). Взявши силу @’ = ©, приложенную 
в точке Ви направленную в сторону, противоположную силе ©, мы должны получить равно- 
зесие сил Ри 0’ (равновесие будет потому, что сила Р заменяется. силой ©, а сила ©" 
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Фиг. 1. „Фиг. №2. 


уравновешивает силу 6). Это не может иметь места, если силы Ри ©’ не каправлены 
по одной прямой, так как в противном случае всегда можно найти на направлении. 
силы‘ @’ такую точку Е, через которую ке проходит направление вилы Р. Сделав эту. 
точку Е неподвижной, мы ке карушим равновесия (начало пятое); но при этом силу `О” 
можно отбросить, а сила Р не проходит через неподвижную точку Ё и не даст равнове- 
сия при связях без трения. Таким образом, необходимо, чтобы сила ©’ была направлена 
по продолжению силы Р. Перенося силу ©’ в точку И, будем иметь равновесие ‘двух 
сил, приложенных к одной точке и направленкых в противоположные стороны. Это хре- 
бует, чтобы 0'’=Р. Итак, сила 9 =Р и зежит на продолжении силы Р, что и требо-. 


залось доказать. 


Фиг. 14. 


2. Положим, что в теле имеем ромб (фиг.”13), по ‘сторонам которого действуют‘ 
равкые силы Р, Р’, Р", Р", направления которых указаны на рисунке. Складывая 
силы Ри Р’, приложенные к точке А, получим равкодействующую, которая, по началу 
третьему, пойдет по направлению 40, деля угол ВАР пополам. Складывая же силы Ри Р", 
получим точно такую же равнодействующую, которая пройдет от 0 к А. Обе равнодей- 
ствующия взаимно уничтожаются, и ромб останется в равнодействии. Это еледетвие бу- 
Дет нам необходимо при доказательстве параллелограмма сил. 
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Докажем теперь, что сила, уравновенивающая данную систему сил, будучи взята | 
4 противоположную сторону, веть равнодействующая. 

`Пуеть силы Р, Фи Е (фиг. 14) уравновешиваются силой ПН’, приловенной В 
точке 0. Прибавим в точке 0@ две равные силы В в В’. Так как сила Ю’ уравновеши- 
вает силы Р, ди В, то эти четыре силы Р, ©, Ри В', по второму началу, молно от- 

. броеить. Тогда у нас останется одна сила В, которая и будет равнодействующей. Не 
всякая, однако, система сил имеет равнодействующую 
7 силу, 

Опираясь на начала четвертое и пятое, мы докажем, 
что 066 пепараллельные-и непересевалонуиеся силь пеимеют 
равиодействующей. 

Докажем это способом доказательетва от противного. 
Пусть (фиг. 15) на тело действуют две силы, Ри ©, 
непересекающиеся и непараллельные между собою. ‚ До- 
пустим, что какая-нибудь сила Е будет их равнодей- 
ствующей, Возьмем силу В’, прямопротивоположную В, 
и приложим ее к телу в точке 0, на которую действует 
сила Н. Тогда силы Р, 9 р Н' долины взаимно уравно- 
вешиваться, на основании предыдущего следетвия. Мы 
всегда можем через точку приложения силы © и направ- 

ление силы В провести ось лу так, что она не перевечет направление силы Р. Делая, 

на основании начала пятого, эту ось неподвижной, мы не нарушим равновесия. Но 

при этом условни действие сил Он А, на основании начала четвертого, уничтожится, 

и у нас останется одна сила Р, которая будет двигать тело около оси ху. Это покавы- 

вает, что предположение о существовании равнодействующей для сил Ри © праводит 

-в противоречию; следовательно, силы Ри © равнодейетвующей вовсе не имеют. Это 

значит, что одной силой две такие силы уравновесить нельзя, т.е. невозможно, упо- ° 
требив только одну силу, прекратить движение тела, вызванное двумя вышеуказанными 

‘силами Ра 0. 


Фиг. 15. 


Сложение и разложение сил, 


$ 3. Сложение сил, направленных по одной прямой. Сложить несколько сил значат за- 
менить их одною силою, равнодействующею. Мы увидим, однако, что не всякая система 
«вил имеет равнодействующую, т.-е. не всякую систему сил можно сложить. 

Начнем исследование вопроса о сложении ‘сил с простейших случаев. Вели не- 
сколько сил действуют по одной прямой линии, то все их точки приложения могут 
быть перенесены в одну точку приложения. Таким образом, мы получим силы, дей- 
ствующие на одну и ту ше точку тела. Пусть силы Ри © (фиг. 1$) действуют на 
‘точку 0 данного тела по одному направлению. 

1) Положим, что силы эти соизмеримы, и некоторая сила /, представляющая 
их общую меру, содержится и раз в силе Ри раз в силе @. Иваче говоря, Р=-и{. 
а О—=тГ. На точку 0 будут одновременно действовать в и сил [, те, (и-- т) 
«сил {. Это даст силу В =(и-- п). Раскрывая скобки и заменяя Ги #'{ через Ри 0. 
получим Н-=Р-- ©, откуда следует, что равнодействующая двух сил, действующих по 
„одной прямой в одну сторону, равна их сумме и действует в зпу эке сторону. 
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2} Положим, что силы Ри © несоизмеримы, Покажем, что и в этом случае 
равнодействующая Е (фиг. 17} не может быть ни больше, ни меньше суммы Р-+- ©, 
т-е. должна быть равна ей. Пусть, например, сила А_>> Р-Р 0. Разделим силу Р на 
хлакие равные части, чтобы. каждая из них была менее д (Р-- ©), т.-е. менее 68. 
Тогда, по крайней мере, одна из точек деления упадей меду Си 0 — например, в 
точке Е. Взяв силу @’= ВЕ, соизмеримую с Р, н сложив ее с этой силой Р, получим 
равнодействуююую (Р-- ©’). Таким образом, мы видим, что при замене @ большею еи- 
жою @’, равнодействующая вое-тани будет менее Н. Следовательно, наше предположение, 
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Фаг. 16. Фиг. 17. 


что Н>Р-| 0, несправедливо. То же самое можно сказать о предположении й< Р-+ %. 
Таким образом, надо принять, что Н=Р-- 0. 

Допустим теперь, что силы Ри © дейетвуют в разные стороны на тело в точне 
приложения 0, при чем сила Р больше силы ©: Разложим большую силу на. две силы 
Он Р— 9. Две силы ©, действующие по равным направлениям на точку приложе- 
ния 0, уравновешиваются по началу первому и по началу второму могут быть отбро- 
шены. Тогда у нас останется одна сила (Р— ©} (фиг. 18). Отсюда следует, что равно- 
действующая двух спа, направленных по одной прялюй в противоположные стороны, 
равна ит разности и действует в ‘сторону большей силы. 

Обращаемся теперь к общему случаю и предположим, что на точку 0 тела дей- 
ствуют несколько сил по одной прямой, при чем (фиг. 19) три силы Р, ©, 5 действуют 
в одну сторону, а Ри 4/ действуют в ‘противоположную сторону. Заменяем сиачала 
‘силы Р, ©, © их равнодействующей (Р-- 9-5) и силы Ри М их равнодействую- 


Фиг. 18. Фиг. 19. 


щей (Р-- 14). Таким образом, мы получим две силы, действующие в противоположные 
стороны по одной прямой. Отсюда следует, что общая равнодействующая всех данных 
сил, В, выразится так: 


(Ро РЕМ =Р-9-8—ЕЬ—М. 


В случае, если Н положительна, она направлена в сторону сил Р, @ и $, а ебли 
В отридательна, то она направлена. в сторону Ри 41. оли мы уеловимея к силам, 
направленным в одну сторону, приписывать знак (-|-), а к силам, направлениым в про- 
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тивопоножную сторону, приписывать знак (—), то можем выразить найденный результат 
в такой форме: 

Равнодействующая сил, направленных зо прямой линии, ‘равна алираической 
сумме слащемых вил. 

$ 4. Сложение сил, направления ноторых пересекаются в одной точке. Если направления 
сил пересекаются в одной точке, то мыс можем перенести точки приложения сил в точку 
их пересечения и получите систему сил, действующих на одну точку. 

Раесмотрим, сначала простейший случай сложения сил, пересекающихся в одной . 
точке, а именно вложение двух сил. Докажем, во-первых, что равнодействующая двух 
пересенающихся вил направлена по диагонали параллелограмма, на них 
построенного. Доказательство первое .(о направлении равнодействующей) распадаетоя 
в свою очередь на два: для соизыеримых и несоизмеримых сил. Начнем с нахождения 
направления равнодействующей двух соизмеримых вил. 

Положим, что мы имеем две воизмеримые силы Ри 4 (фиг. 20), приложен- 
ные к телу в точке 0. На основании третьего начала заключаем, что эти силы могут 
быть заменены равнодействующей, проходящей через точку 0 и лежащей внутри угла А06; 
Положим, во-первых, что некоторая сила [есть общая мера для Ри @ и содержится 


Фиг. 20. . Фиг. 21. 


в силе Р два раза, а в силе ( три раза, так что РЕЗЁР и 9О=3[. Разделим наш па- 
ранленограмм на шесть одинаковых ромбов лнииями, параллельными его сторонам. Раз- 
ложимы силу_Р на две силы {, дейетвующие по сторонам ромбов, а силу © на три 
такие же силы Г. Приложим, на основании вышеуказанного, к каждому из ромбов по 
четыре взаимноуравновенивающихея силы /[. Такое прибавление не изменит равно- 
действующей (начало второе), ‘но, благодаря ему, все силы {, кроме тех, которые дей- 
ствуют по сторонам АВ. и ВС, уничтожаются. Значит, мы получим те же силы Ри 0, 
только перенесенные в точку 8- Равнодейсетвующая этих сил должна, по началу третьему, 
пройти через точку 8. Но так как это будет та же самая равнодействующая, которая 
прежде проходила через точку 0, то она должна быть направлена по диагонали 08, ибо 
точку приложения силы можно переносить только по направлению силы. Таким образом, 
требуемое доказано. 

Положим теперь, что силы Ри го несоизмеримы. Чтобы убедиться, что равно- 
действующая и в этом случае пойдет по диагонали, употребим докавательство от про- 
тивного, т.-е. покажем, что иначе, т.е. ни ниже, ни выше диагонали, она пойти не 
может. Положим (фиг. 21), что равнодействующая их пойдет не по диагонали 08, 
авыше ее, например, по прямой ОЕ, Проведем ЕЁ || Аб и разделиы силу © на такие 
равные части, чтобы каждая из них была менее 20. Отловим на линии 02 от точки 9 
столько таких частей, чтобы конец последней части попал между Ё и 0 в некоторую 
точку х, Тогда силы @ и 0х будут соизмеримы, и потому равнодействующая их пойдет 


_в_- 


по направлению диагонали 0у. Слагаем теперь силы 0х, Фи х0, Это сложение может 
быть сделано двумя способами. Во-первых, можно сложить сначала силы х0 и 0»; тогда 
получится сила Р; потом к силе Р прибавить силу ©, вследствие чего получится равно- 
действующая Н, направленная, в силу предположения, по диагонали 0#. Во-вторых, можно 
сперва сложить силы © и 0», как бишы еоивыеримые, и получить силу Е, направлен. 
ную по диагонали ду; потом к силе в прибавить силу хй, перенеся ее в точку 0; тотда, 
очевадно, получим прежнюю равнодействующую Е; но тё- 
‹церь она, по третьему началу, должна лежать внутри угла 
700, и, еледовательно, не может быть направлена по бА. 
Таким образом, приходим к заключению, что одна и та 
не сила одновременно имеет два направления, что невоя- 
можно, Следовательно, наше предположение о ‘том, что 
сила В пойдет выше диатонали 08, неверно. К, такому 
же невозможному заключению придем, если положим, что 
сила В пойдет ниже диагонали 08. Бели сила В не 
может пойти ни выше, ни ниже диагонали 08, то, следо- 
вательно, она пойдет по самой диагонали 08. 

Теперь посмотрим, какова будет величина равно- 
действующей силы для двух сия Ри ©, направления 
которых пересекаются. Приложим к силам Ри О 
' Фиг. 22. {фиг. 22) силу Л’, равную равнодействующей В и на- 

правлениую в сторону, противоположную этой равно- 
действующей, — по линии 0Р. Эта сила уравновесит силы Ри 0. Таким образом, 
точка 0 под действием сил Р, © и Е будет находиться в равновесии; поэтому 
каждая из трех названных ил будет уравновешивать две другие; а, следовательно, 
чтобы найти равнодейетвующую двух сил 9 и Е, мы должны направить ее в. сторону, 
противоположную уравновешивающей Р, т.-е. по бЕ, С друтой стороны, равнодействую- 
щая сил. 9 и В’ будет направлена по диагонали параллелограмма, построеннаго на @ и №’. 
В этом параляелограмые мы знаем сторону @); 
т.е. 06, направление силы №’, т стороны 
09, и направление ‘диагонали @Р. По этим 
даиным легко построить параллелотрамы. Про- 
водим из точки @ прямую 6бР параллельно 08° 
и определяем.таким образом точку Ё`пересе- 
чения СЕ с ОЕ, а из точки Е проводим пря- 
мую Ай, параллельную 06. Зная точку 0, 
будем знать величину линии 00, выражаю- 
щей неизвестную силу №’. Из чертежа видно, 
что 004+ СЕ+: 08, откуда 08 =00— №! = В. 
Итак, равнодействующая  двут ‘сена, 
Фиг. 93. действующих т0д узлом на одну и ту же 
зночиу пела, выражается по ‘величине и 
заправлению дитональю параллелорамма, построенною на славемых силат. Это пра- 
вило носит название яравила параллелорамма сил. 

Как скоро найдено правило для сложения двух пересекающихся сил, то сейчас 
же получается способ сложения скольких бы то ни было сил, пересекающихся в одной 
точке. Пусть на точку 0 данного тела (фиг. 23) действуют силы Р, ©, 5, Т, при чем 
эти силы могут быть в разных плоекостях, Заметим, что каждая пара пересекающихся 


Ша 


вил может быть заменена ее равнодействующей, от чего действие всей системы сил не 
изменится. В самом деле, пусть равнодействующая сих Ри © веть Н’. К, точке 0 прило- 
жим две равные снлы Н’и Н’, из которых одна будет равнодействующая, а другая» 
В); будет направлена по обратному направлению. По началу второму от этого прибавле- 
ния действие сил Ри @ не изменится; по тому же началу силы В’,, Ри ©, как взаимно 
уравновешивающиеся, могут быть отброшены; тогда останется одна равнодействующая Н’, 

которая и должна затем быть сложена © силами © и Т. Складываем эту равнодейотвую- 
щую Н’ сначала с силою 8. Получим силу В", которую затем надо сложить с Т. Разно- 
действующая В”, полученная от этого последнего сложения, и будет равнодействующей 
всей системы сил. Рассматривая фигуру 23, замечаем, что сила В” есть замыкающая 
сторона разомкнутого миогоугольника `ВАВбб, остальные стороны которого равны и па- 
раллельны силам Р, 0, би Т При этом направление силы В", так же, ‘как в ге- 
ометрии направление замыкающей стороны 00, берется обратно направлению еторон 
разомкиутого многоугольника. Многоугольник 0АВСР называется силовым многоутоль- 
ником, & все правило сложения нескольких сил, пересекающихся в одиой точке, назы- 
вается правилом силовою мноюуюлуника. Правило это гласит. 

„Равнодействующая нескольких сил, действуюциих на одну точку приложения под 
залами, выразюается по величине и направлению замыкающей стороною ‘разомкиутою 
мноюуюльника, остальные стороны которою ‘равны и пароллельны сламемым силам. 
Сложение векторов по правилу многоугольника называется их геометрическим сложением, 
а вектор, представляющий замыкающую сторону, называется геометрическою сум- 
мою данных векторов. Пользуясь этим термниому можно сказать, что равнодейству- 
ющая сила есть теометрическая сумма всех слагаемых сил. Это ‘овначается так: 


и 
5-7. 

В ны случае, когда слагаемых сил три, пранило сложения может быть выра- 
нено в ином виде. Пусть на точку 0 действуют силы Р, © и 8. Строим на’ них парал- 
лелепинед @АВбСОЕЕ (фиг. 24) ин утверждаем, что наша равнодействующая выражается 
днагональю 00, Действительно, складывая @) и 8, получим по правилу параллелограмма 


Фиг. 


равнодействующую 0Ё; складывая же ОЕ с силою Р, найдем общую равнодействующую 
08 — В. Таким образом, в случае”трех сил, равнодействующая выражается дизтональо 
параллелепипеда, построенного на слагаемых силах. Не трудно заметить, что это пра» 
вито заклочается в правиле многоугольника, так как равнодействующая 0 есть замы- 
кающая сторона разомкнутого многоугольника 0468, стороны которого равны и параллельны 
слагаемым силам. 

$ 5. Аналитическое определение величины и налравления равнодействующей силы. Раесма- 
триваем сначала две силы Ри (), действующие на точку приложения 0 год углом у 
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(фиг, 25). Назовем равнодействующую через Л, а углы, которые она образует с Ри @, 
через © и 8. Построив параллелограмы ОАВС, найдем из треугольника 086, что 


. 7 В: = Р*-|- 2—2 РО 60з(=—у). 
Во 


605 (я —7) = — 6087, 
и тогда 
=Р?- 01-2 РО сову, 
откуда 


В=-+УР- О РО сов... (4 


Ероме того, для определения углов д и В из того же угольника 086 найдем пропорцию 


и ИЯ. 


ИЛИ 


Е 
В 
а. 


ль: 


Отсюда вывем, что ° 


зта = 


9 ту, . 8118 = Рин, . 
В Зи 


Заметим, что в формуле (1) перед корнем берется знак (--), потому чхо эта формула 
определяет лишь величину силы В; вопрос же о направлении этой силы ре- 
шаетея по формуле (2). Рассмотрим частные случаи. 


Поножим, что у==0, тогда с0°у==1; а из формулы (1) будем иметь 


В=ИР 0-8 БО-у ТРЕ 0-20, 


т.-е. если силы действуют ‘по одному направлению, то их равнодейотвующая равна 
сумые их, что было выведено нами раньше. 
ели у==я, 10 6057 =—1; тогда формула (1) примет вид: 


В==(Р-— ©, - 


хде перед скобкою надо взять верхний знак, если Р>>@; если же, наоборот, имеем 
Р<.@, то надо ввять перед екобкою нижний знак, потому что формула (1), как было 
сказано выше, дает абсолютную величину силы Л. Таким образом, мы получили, что 
равнодействующая двух сил, действующих в противоположные стороны, равна их раз- 
ности, что уже было доказано ранее. 

Положим, что силы Ри © взаныно перпендикулярны; тогда 7=00%, созу==0 и 
формула (1) дает: 


В=ЕР- 4 


Перейдем теперь к определению величины и направления равнодействующей трех 
взаимно-перпендикулярных сил. Пусть такие силы будут Х, У, 7 (фиг. 26). Построим 
на них прямоугольный параллелепипед ОАВСОЕРб п назовем ето диагональ через 1, 
& углы, которые она образует с направлениями сторон, через 2, 8,7. Известно, что 
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‘диагональ прямоутольного параллелепипеда равна квадратному корню из суммы квадра- 
.тов трех его измерений, и тан как эта диагональ представтяет равнодействующую, то 


ВЕТРА, о... .... 


Дия определения углов ‘а, 8, у замечаем, что сила Х веть не что иное, нак проекция 
силы Й на направление сихы Х; поэтому находим: 


Х=Ве05и, У= соб, Ё= В созт, 
откуда получаем: 


х х 
.608& = в’ воз в 6087 2. - уе {4) 


Переходим теперь к общему случаю сложения многих сил, пересекающихся в одной. 
‘точке. Сюда отнесем также случай сложения трех сил, когда на них нельзя построить 


Фиг. 26. Фиг, 27. 


прямоугольный парапледепипед. Возьмем прямоугольные оси координат хуу,х (фиг. 27). 
Навовем величины слагаемых сил через 


р, Р, Р",.., 
а углы, которые они образуют с осями координат, через 
‚ ©, 6.7), (в, 8,7), ("8"). , 


‚ При этом через а, в’, в"... обозначаются углы с осью 0х, через В, 6’ В",...— 6” 
осью бу, а через 7,7’, 7",-..--6 осыю 02. Назовем через В равнодействующую сил Р, Р’, Р" 
я через, и; 7 утты, которые она образует с осями координат, Построим силовой мно- 
тоугольник Аб0ЕВ, проведем его замыкающую сторону Д и спроектируем ее на оси 
координат. На основании теоремы аналитической геометрии, гласящей, чго проекция за- 
мыхкающей стороны разомкнутого многоугольника равна злгебраической сумме проекций 
его сторон, мы можем написать три следующие равенства: 


1 6084 = Реоза-|- Р\сова -|- Р"соза"--... 
„В с0зи = РсозВ -- Р'созВ'-|- Р"с088"-|..- 
Я с0зъ = Реозу-- Р'соз"-- Р”еозу" |... 


Щи — 


Для сокращения введем знак Х (греческая буква сигма), которым будем обозначать 
зумму членов известного, расематриваемого нами вида. Тогда можно написать, что 


П с052= Роза, Пс0зи= УР 0088, Поз? = ХРсозу..... (5) 
Для определения П из формул (5} возводим их в квадрат и складываем: 
1? (6052 -- сои -- со} = (ХР с08а)* -- (УР 6058) (ХР с03у)'. 
. В аналитической ‘теометрии доказывается, что 
| 6057. -[ с05° и -|- 05°Ф = 1, 


а поэтому И 
В=УСРеоз 


+ СРев "РР 08у*........ 6 


Здесь при корне всегда берется знак (-|-), потому что эта формула определяет лишь 
абсолютную величииу равнодействующей силы, направление же этой силы выражается 
углами 2, и, т, которые очитахот от 0° и до 180°, Зная П, найдем из формулы (5) сле- 
дующие выражения для определения равнодействующей: 


Ух В 5 Ру 7 
6052 ЕР, 605 о, с05т Ро. (в) 


Форыулы (5) и (7) можно вывести, и 
не прибегая к силовому многоугольнику. 
Можио, изпример, поступить так: поло- 
жим, для болыдого удобства, что точки 
приложения сил Р, Р', Р",... лежат 
в начале координат. Разлагаем силу Р 
по правилу прямоугольного параллели- 
педа на три силы 04, 08, 06 (фих, 28), 
направленные по осям координат. Эти 
силы, как видно из чертежа, будут 

. Ре0за, Рс036, Р с05у. Также равлатаем 
другие силы Р’ Р”,... Мы получим таким образом три системы сил: 


по оби 0х: Роза -- Р'’соза --. Р"соза". 
по оси бу: Роз Р'созв' + Р" 0088" +... 
тю оси 02: Р возу -— Р'еозу + Р"сочу" +... 


Замеияя каждую из этих систем одиой силой, получим три силы`Х, У, 4, напра- 
влеиныя по трем осям координат: 


Х=>Р сова, —2Р с058, й=2Роозу....... (8) 


Слагаем теперь эти три силы по правилу прямоугольиого параллелепицеда; тогда полу- 
чим равнодействующую ДП, величииа и направление которой найдется по формулам (3) | 
и (4). Подставляя в эти формулы Х, У, 7 из формулы 8) получим Фориуты (6) и (7). 
“Силы Л, Т, 7, определяющиеся формудою {3 


. гос. ПУБЛИЗИАЯ, 
Жуковский. Торрент хническая НАУЧН. ТЕХНИЧЕСКАЯ 


БИБЛ ЖИ 


— 18 — 


осям координат данной системы сил, так как, слагаясь, они дают равнодействующую 
данной системы сид. Углы равнодействующей, 1, ‚т, с осями координат дх, 0у, 02, вы- 
разятея так: . . 
| 604 =, сре 
В 


п сое 2, 
в тв 


но, так как Х, Ун 7 представляют собою суммы сил, направленных по осям координат: 


. Х- Рева, У=УРос088, П= 6057, 
то мы найдем, что 


ит. д., т.е. мы пришли к известному уже результату. 

$ 6. Разложение силы на несколько пересекающихся сил. Разложить данную силу значит 
заменить ее системою сил, ее составляющих или слагающих. Вопрос о разложении одной 
силы на несколько сил, пересекающихся в одной точке, есть вопрос неопределенный, 
так как существует бесчисленное множество разомкнутых многоугольников,‘ которые 
имеют одну и ту же замыкающую сторону. Этот вопрос етановится определенным лишь 
тогда, когда имеется достаточно данных, ограничивающих число способов разложения. 
В случае разложения одной силы на две мы, обыкновенно, имеем дело с одной из сле- 
дующих четырех задач: 

Т. Разложить данную силу В на две слагаемые, имеющие данные величины Ря © 
(фиг..29). Из концов силы В ‘проводим дуги раднусами Ри © и соеднняем точки пх 
пересечения с концами силы В. Хотя в этом случае получаются две точки пересечения 
дуг, а следовательно, повидимому, и два решения, но в сущности решение будет одно. 


Фвг. .29. Филе, 30. 


Разница будет лишь в том, что в одном случае сила Р получается наверху п @ виизу, 
а в другом наоборот. Решение возможно, еели 


Р-- 9 = 8. 


П. Разложить данную силу В на две силы, направления которых, хл’и уу, даны 
{фиг. 30). Проводим из концов 0 и В вилы В линии 04 и В параллельно уу’, затем 
ВЯ и 06 параллельно хх. Получим параллелограмм 0486, в котором А=Рп 06=% 
суть искомые силы. 

Ш. Разложить данную силу В на две силы, из которых одна имеет данную вели- 
чину Р и данное направление (фиг. 81). Чтобы решить эту задачу, нужно по стороне 
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А =Ри шо днагонели В найти друхую сторону параллелограмма, Для этого точку А 
соединяем с точкою 8 и проводиы 86|] 40 н 06|] АВ. Сторона 06 и будет равна ‘иеко- 
мой силе ©. 

Гу. Разложить данную силу В на две силы, из которых одна дана по величине, 2 
другая по направлению (фиг, 32). Из точки 8 в конце силы Й проводим раднусом, рез- 


Фит, 31. Фит, 32. 


ным силе Р. дугу 66’ и определяем точки ее пересечения, 2 н 4", с направлением дру- 
той еилы ©, потом строим параллелограммы 048 р дд’'ве’. Находим два решения: 
1} енле Р направлена по ОА и = 06; 2} Р направлена по ОА’ и О == 06". 

$7. блонение параллельных сил. Из того допущения, что пересекающиеся силы 
имеют равнодействующую, следует, что и параллельные силы имеют ее, так как они 
представляют частный случай пересенающихея сил, именно Фот, когда точка пересече- 
ния удалена в безконечноеть. 

Рассмотрим сначала сложение двух параллельных сил, направленных в одну с7о- 


фону. Пусть даны две параллельные силы 
Ри 0 (фиг. 35). Соединив точки их прило- 
жения прямою, прилагаем к точкам Ан В 
` равные силы А7= К и В7' — В’, направлен- 
ные. в противоположные стороны по линин 
АВ; на такое прибавление мы имеем“ право 
по вышеизложенным началам первому н вто- 
рому. Слегаем силы Ри В по правилу па- 
раллелограмма и получаем равнодействующую 
А0; так же поступаем © силами и Й’, 
от сложения которых получаем равнодей- 
ствующую ВЕ. Полученные равнодействую-. 
щие 49 и ВЕ продолжаем до пересечения их 
между собою в точке 0 и переносим в нее 
точки приложення найденных равнодействую- 
щих. Затем проводим линии 


Фиг. 83. ЕВ |АВ п ОКН АР | ВО 


п по направлениям названных линий разлагаем перенесенные епяы ВИ— 10 и бЕ= ВЕ. 


Получаем: 
ы АЕ ЛОТ и 106 = АЕВТ. 


Отеюда следует, что . 
бЕ--Ат=В-ВТ = = 06, ИЕ-ОКЫР и 8=0Н-0, 
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Отбросив равные силы 0Ё и 00, получим силы Р п 0, направленные по линии 06; 
слатаясь, этн ецлы дадут искомую равнодействующую Д, равную Р-|- ©. Точка прило- 
ження силы В может быть перенесена пз точки 0 в точку 6. Определим теперь место 
точки 6 на прямой АВ. Имеем: 


МОК №406 п НО» ^, 008, 
, — ИК в 
откуда следует, что 


06: Аб ОК: МКР: В ип 06:68 =0Н: =: В; 


поэтому . 
Р.46= 1.06, 0.68 = 21.06. 


Вторые части этих равенств равны; следовательно, равны п первые, т.-е.; 


Г. 46 = 0.08, 
нли, что вбе равно; 
р_ 9 
8 — 45° 


Но в ваду того, что сумма предыдущих так относятся к сумые последующих, как 
один из предыдущих к своему последующему, имеем: 


Р_@_ +0 


87 46 — СВ +. 46° 
Принимая во внимание, что 


Р--О=Н п 68-46-48, 
найдем окончательно; 


Факлы образом, мы получим следующее правияо сложения двух параллельных сил, 
направленных в одну сторону: С 

Равнодействующая двух париллельных сил, направленных в одну сторону, равна 
сумме сииаемых сил и направлена в ту же сторону, как и. слеаемые сиаы; почка ее 
приложения равиодействующей делил равстояние между точками приложения виа 
заемьф сна вирпрениим образом, в отношении, обратио пропорциональном в ви- 
лачинам, . . . 

Дадим еще другое доказательство правила сложения параллельных сил, направяен- 
ных в одну сторону, рассматривая эти спны, как предельный случай сил 
пересекающихся. Это доказательство было предложено Вариньоном, Пусть Ри @ 
(фиг. 34) будут две сплы, приложенные к точкам А и В п пересекаюлуиеся между собою 
в точке 0. Переноснм точки приложения этих сил из А-и В в точку 0 и складываем 
их по правилу параллелограмма. Мы найдем равнодействующую Л, которал определится, 
как сторона треугольника, по формуле 


ПИР РО сот, 


где у есть угол между направлениями дакных сил. Точку приложения найденной равно- 
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действующей переносим из 0 в точку С на прямой АВ. Далее, ив треугольника Ол 
найдем пропорцию 
Р эта 


ии” 


Помножив оба члена второй части этого равенства - 


на 06, получим 
Р _ 06. за 


96.578 


Опустим из точки б пернендикуляры С8 ни СЕ на 
направления сил Ри ©, обозначив их через ри 4: из 
прямоугольных треугольников 069 и 0СЕ получим; 


06. па=. 96.м18 =, 


так что: 


Предположим, что точка пересечения 0 удаляется на. 
.безконечно большое расстояние от точки С. Вследствие 
этого силы Р н @ стануг в пределе параллельными, 
угол у обратится в нуль, и мы получим: 


6087 = 050% — 
и в таком случае: 


ыы ПИР -- + 2Р9-Р-- 9. 


Кроме того, в предене прямыя 68 и СЕ составят ` 
одну прямую, а А 469 и Д\ СВЕ (фиг, 35) сделаются подобными; из подобия их найдем: 


ч__ 68, 
р #6’ 
но выше мы имели, что 
й Р_ч 
ы Ор’ 
а потому? 
р _ 28 
0—5’ 


т.-в. пришли к тому же результату, что и в предыдущем доказательстве. 

Обратныся теперь к сложенито параллельных сил, направленных в разные стороны. 
Пусть имеем сплы Ри @ (фиг. 36), направлениые в разные стороны. Разлагаем боль- 
шую силу Г на две параллельные силы, направленные в ту же сторону, что и Р. Одну 
ив этих сил, ©’, берем так, чтобы она проходила через точку В и равнялась силе ©; 
тогда другая сила П-=Р— 0 пройдет через точку С, положение которой определится 
из пропорцин 

` 9—4. 


ри. 
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Но силы @ и` ©’ уничтожаются, как равные и противоположные, и у нас остается 
только сила №, которая и предотавит собою равнодействующую сил Ри 4). На основании 
предыдущего имеем: ` ° 

в=Р— 9; 
хроме того, 


Фиг. 35. Фиг. 36. 


Мы получили, следовательно, такое правило: Равнодействующая 9ву5 параллель- 
ных сил, направленных в разные стороны, равие их разности и направлена в сторону 
больней сиаы; точка приложения равподействующей силы аежит за большею вилою 
и делит расстояние между точками приложения слазнемые сил вненним образом на 
части, обрапию пропорциональные славемым силам. 

$ 8, Разложение данной силы на две параллельные. Вопрос о разложении данной силы В 
на две параллельные силы, Ри ©, есть вопрос неопределенный. Ох становится опре- ` 
деленным тогда, когда дается одно из "расстояний: Аб, ВС или АВ (фиг, 37), и одна из 

:. 


. Фит. 37. Фиг. 38. 


‘слагаемых сил Р или ©, или же когда даны два расстояния, например, АВ и 86, Вопрос 
этот решается помощью уравнений: 


Р _@ 


ав= = и П=Р-=- 0. 


Укашем весьма простое геометрическое решение вопроса, в предположении, что даны 
расстояния А@ и ВС. Пусть требуется разложить силу 1, приложенную в точке © (фиг. 87), 
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на две параллельные силы, направленные в одну сторону и проходящие через точки 
А ив. Строим параллелограм АВНб, в котором сторона 46 параллельна и равна силе А. 
Проведем диагональ этого параллелограма. Она рассечет силу В ==0Е на части ЁС и ЕЕ, 
из которых Ё6 представляет одну из искомых сид Р, а другая часть ЕЕ — сишу (), так 
как 26, РЕ’и Аб из подобия треугольников АВС, ЕбЕ и бАВ удовлетворяют пропорции: 


ЕС: Вб = ЕЕ; Аё = Аб; АВ, 


а это и есть тё самая пропорция, которая покавывает, что решение вопроса сделано верно. 


Теперь пусть будет дана сила В (фиг. 38), которую надо разложить на две парал- 
лельные силы, действующие в различные стороны. Пусть силу В, действующую на 
точку АД, желательно разложить на две силы Ри () так, чтобы сила Р действовала на 
точку 6 и была бы направлена в ту же сторону, что и сила Ё, а сила @ действовала, 
на точку В и была направлена в сторону, противоположную силам Ри В. Строим па- 
раллелограммы СВНВ, в котором сторона 66 равна и параллельна силе В. Проводим диаго- 
наль параллелограмма 86 и продолжаем до пересечения с направлением силы А в точке Е; 
тогда получим АР = Ри ЕЕ= (). Доказательством служит то, что как АЕ, так ‘и ЕЁ (из 
подобия треугольников ВСВ, ЕЕб и РАВ) удовлетворяют пропорции 


- 86 ЕЕ _ АЕ 
28—24 4В’ 
т.е. той самой пропорции, которой должны удовлетворять искомые силы. 

‹ $9. Сложение многих параллельных сил, Понятие о центре параллельных сил, Положиы, что 
отыскивается равнодействующая пяти параллель- 
ных сил: Р, Р’, Р", Р", Р' (фиг. 39), из кото- 
рых четыре цервые направлены в одну сторону, 
а пятая в прямо-противоположную. Слагаем сна- 
чала Р’и Р"; равнодействующая их будет равна 
(РР Р“) и пройдет через точку Ё, удовцетворя- 
оную известной пропорции: 


рр. 
28 2Е" 


Потом, соединив точки Ри б прямою 26, 
слагаем свлы (Р’-Р“) и Р", отчего получится 
равнодействующая (Р’— Р-Р"), имеющая точ- 
ку приложения в 6, которая удовлетворяет изве- 
стной пропорции; 


РУ р” 
й “рУРУ р 


р --- 


| 
[И 
| 
Г! 
Е! 
# РР" р” 
! 88 28 


Наконец, соединив точку 6 с 0 прямою 68, сла- 
тавы силу РГ с силою (Р'+ Р-Р"); получим 
равнодействующую (Р’--Р”ЕР“-- РТ), про- 
чодящую через точку #, удовлетворяющую пропорции 


Р-Р Р“ _ рь 
#0 > вн’ 


фиг. 39. 
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Сложив эту равнодействующую с сплою Р"’, получим общую для всех сил равнодей- 
отвующую - 


В Р'ЕР" Ри ри р", 
Эта равнодействующая пройдет через точку 0, которая будет удовлетворять следующей 


пропорции: 
р Р”-ЕР"- РИ _ Р 
И #0 


Конечно, равнодействующая В может быть праложена не только к точке 0, но п ко 
всякой другой точке, лежащей по направлению силы Ё. Но точка приложения 9 обла- 
Дает особым свойством, которое состоит в следующем: если мы изменим направле- 
ине всех данных параллельных сил Р’, Р", Р", Р"', Рт, неизменяя параллель: 
ности их между собою, величины и точек приложения, то получим новую 
равнодействующую, равную по величине прежней, но при этом новая равнодей- 
ствующая пройдет непременно через ту же точку 0, через которую про- 
ходила и прежняя. Таким образом, точка 0 может быть принята за точку приложения 
равнодействующей параллельных сил Р', Р", Р”", Ру, Р', каково бы ни было их 
направление. Такую точку называют уеиром параллельных сил. Из сказаннахо 
следует, что место центра параллельных спл зависит только от величины слагаемых 
сил и от точек их приложения. Центру параллельных сил дают такое определение: Центр 
параллельных сна ость точка приложения равподействующей этих сил, обладающая 
тем свойством, что она остается зпанкою нприложенил, как бы ии были направлены 
саелые силы, раз их величииа, пиралаеленость и точки приложения ие изменяются. 


Моменты вил. 


$ 10. бпределения. Существует „момети отюстельно точки“ для спл, располо- 
женных в одной плоскости, и „люменя относшиельно оси“ для вил, расположенных 
как угодно в пространстве. . 

Момеитом относительно зпочни называется пу изведение силы па перпендикуляр, 
опущенный из данной зпочти лит патравление данной силы. Так, например, моментом 
силы Р. (фиг. 40) относительно точки 0 будет про- 
изведение силы Р на перпендикухяр р, опущенный 
из 0 на направление силы Р. Момент силы Р обо- 
значается символом т (Р), а потому мы можем на- 
писать равенство: 


т(Р)=Р.р....-.. 9) 


Соединяя начало и конец силы Р, точки А и В, с 
5  точкою 09, получим треухольняк 408, двойная пло- 

щадь которого равна Р.р, т,-е. моменту сплы 1’. 

Точка 0, относительно которой берется момент силы, 

называетсл цчеииром момента. 

Произведениям, выражелощим собою моменты сил, приписывалотся знаки: иногда 
они берутся со знаком плюс, а иногда со знаком минус. Знак момента определяется двояко: 


Фиг, 40. 
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1) Воображают, что плоскость чертежа укреплена в центрё момента, н смотрат, 
в какую сторону данная сила будет вращать эту плоскость около центра момента. Еле 
данная сила будет вращать плоскость чертежа по направлению движения часовой стрелкя 
(или по солнцу), то моменту приписывают знак плюс; если же она будет вращать ее 
против движения часовой стрелки (или против соннца), то— знак минус. В нашем 
случае (фиг, 40; 
чае ) т(Р)=--Р.р, 1 (9) =— 0.4. 


2) Воображают наблюдателя стоящим в центре момента и смотрящим на сишу; 
ссли она идет вправо от него, то момент ве положителен, а если влево, т0— 
отрицателен. ‘ 

Итак, моменты сил имеют и величину, и знак. Если сила берется в килограммах, 
а перпендикуляр, опущенный из центра на направление ее, в метрах, то момент выра- 
жается в килограммометрах. Так кан величина момента зависит только от Р ир, то 
момент силы не изменится от перенесения точки првложения силы по ее направлению, 

Рассмотрии, в каком случае момент силы равен нулю. Положим, что и .(Р) =0. 
Это значит, что произведение Р.р==0; но это может быть тслько тогда, когда или Р==0 ° 
или р==0; для разяснения последнего вообразим, что 
направление силы постепенно приближается к центру 
моментов; тогда р будет все уменьшаться, и, когда 
направление силы пройдет через центр момента, р 
обратится в нуль. 

Итак, момент силы относительно некоторого пен- 
тра равен нулю, если сила равна нулю или если на- 
правление силы проходит через центр момента. 

$ И. Теорема Вариньона. Момеши равнодейетву- 
зощей силы относительно зпочки равен алебраической 
сульме моменатов слаемых сил относительно той же 
зпочии. 

Докажем эту теорему сначала для того случая, 
когда нам даны две слагаемые силы, действующие 
под углом на одну и ту же точку тела, Предположим, 
что имеем две такие силы: Ри © (фиг. 41}; слэгая 
их, получим равнодействуюдиу; пусть она будет В. Центром моментов пусть будет 
какая-нибудь точка 0. Соединив точку 0 с вершинами параллелограмма, построенного на 
данных силах Р п 4), мы получим: 


иг, 41. 


т (Р)=2 площ, 4 0АВ, 
18 (9)=2 площ. 4 040, ` 
эт (1) =? площ, 4 040. 


Проведем линито хх’, перпендикулярную к 48, и’ спроектируем на нее точки В, дп 6, 
обозначая эти проеклии соответствующими малыми буквами. Принимаем линию А0 за 
основание треугольников 048, 040 и 040; тогда высоты этих треугольников будут: а$, 
а4, ас. Вследствие этого предыдущие равенства примут такой вид: 

= (Р)==2 поль 4 0АВ == 04. аб, 
т (9) =2 площ, 5 040 == ОА. а4, 
т (В} =2 площ. „Г 0Иб = бА ас. 


— 6 — 


Складывая два первых равенства, получим: 


т (Р)т (@= = 0 (аб | аа). 


Заметим, что ай есть проекция И0 на прямую хл’. Но линия Ид, по свойству паралле- 
дограмма, равна и параллельна 86; следовательно, и проекция линии Аб равна проекции 
линии 86; т.е. 4 = 6с, Мы можем поэтому заменнть в нашей сумме ай через 6е; тогда 
получим: 


зп (Рут (9) = 04 (аё- 65). 


Из чертежа: видно, что 
аё -- ве = ас; 


подставив это в предыдущее равенство, получим, что 
тт (Р-Н (9) = бА.ае = т (В). 


Следовательно, теорема- доказана. 

Мы доказали теорему для случая моментов с одинаковыми знаками, но она 
имеет место и в том случае, когда моменты сил имеют разные знаки. Докажем это 

Положим, что момент силы Р положителен, а мо- 
мент силы @ отрицателен (фиг. 42). Слагаем силы 
Ри @ по правилу параллелограмма; получим равно- 
действующую В. Соединиы вершины параллелограмма, 
Я, 8, Си 0 с точкою 0, которую мы принимаем за 
центр моментов. Проводим линию хх’, перпендикуляр- 
ную к линии 04, и на нее проектируем стороны па- 
раллелограмма. Освовываяоь на предыдущем, можем 
написать, что; 

. т(Р) Ш 40 ав, 


т (0) =— 40. аа; 


знак минус введен потому, что = (9) отрицателен. Взяв алгебраическутю сумму этих’ ра- 
венств, получим: 


т (в Чт (9) = 40. (аё — а). 


< Заметим, что 40 равна и параллельна 86; следовательно, проекция 86 также равна 
проекции 49, и мы можем заменить аё через 6. Получим 


т (Р)тт (9) = 40 (а6 — 66). 
Но 
6 — фе ==ас; 


подставляя это значение в предыдущее равенство, получим: 
ля (Р) + т. (9) = ВА.ас = т (В). 


Таким образом, теорема .Варинъона справедлива и в расомотренном случае. 


Если силы параллельны, то сумма моментов сил относительно точки и в этом 
случае равняется моменту равнодействующей. Пусть имеем две силы Ри 0 (фиг. 43), 
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параллельные, направленные в одну сторону и приложенные к точкам А и В, их равно- 

действующую В, приложенную к точке 0, и пентр` моментов 0. Через точку 0 прово- 

дим прямую хл’ так, чтобы она была перпендикулярна к направлению данных сил 
Ри. Тогда будем иметь, что 


т (Р)=Р.0а, #(0)=0.-06. 
Складывая эти два равенства, получим: 
я (Р) + т (9) =Р.0а- 0.06. 


Из чертежа, видно, что #` 


Фиг. 43. 


0а— бе — её, 06 — бе бе. 


'Подетавляя в найденное уравнение вместо да и 06 найденные величины, получим 
т (Ру--т (9)=Р (66 — ав) -- © (бе + 66) — бе (Р-|- 9) — Р.ае-- 9.66. 


Но из пропорции, выведенной нами при сложении параляельных сил, имеем: 


Р_ 86 _ 4 

Я Жи 
следовательно: 

Р.ае == 0.6, 


а потому имеем; . 
. эт (Р)-|- в (0) = (РЕФ =. Вет). 

Докажем ту же теорему для того случая, когда направления параллельных сия 
прямо противоположны; пусть имеем две силы Ри © (фиг. 44), параллельные, на- 
правленные в разные стороны и приложенные к точкам Аи В, их равнодействующую А, 
приложениую к точке 6, и центр моментов 0. Проводим через него прямую хя, перпенди- 

кулярную к направлению данных сил, и 


р . ‘назовем точки пересечения этой прямой с 

42 ` направлением данных сил через а, 6,'6; тогда, 
| получим: 
- п(Р-—Р.0, т(0)= 0.0 
1 п (В) =— В:0е. 
: ! обв От сложения первых двух равенств 
: ! 1 получим: 
: | 9 
: В ` } =. — 

д в _ ых т(Р)--т(9)= 0.0— Р. ба, 

о . 


Но 


Фиг, 44. 
06 = 064-06, а == бе--ае. 


Подотавляя эти величины в уравнение, получим: 


т (Р)-- (9) 9.06 — Р.6е-- 9:80 — Рас, 


о из пропорции 


Р_в6_ в 
И 46 ас 
имеем, что 
Р.ас = @.6е, 
Следовательно: 


т(Р)-- (0%) =\0— Р).0е (Р-^ 9.0: 0. В=т (В), 


что и требовалось доказать, . 

Далее положим, что имеем несколько сил Р’, Р", Р", РЛ (фиг, 45), ленащих в 
одной плоскости. Вообще говоря, данные силы могут быть заменены одной равнодей- 
ствующей; в частном же случае сложение их 
может повести к получению двух равных и 
параллельных сил, направленных в разные ето- 
роны, иначе говоря, к так называемой паре 
сил, о которой мы скажем впоследствии, Пусть 
В будет равнодействующая всех данных сил` 
р, Р'’,Р", РИ; докажем, что и в этбм случае 
теорема Варпньона справедлива, т.-е, что 


п (В) =т(Р)-- т(Р)--и(Р"-т(РИ. 


Заметим, что для доказательства нет на- 

добности, чтобы силы Р’, Р", Р", Р!" пере- 

Фиг. 45. секались в одной точке. Продолжая направие- 

ние сил Ри Р” до пересечения в точке 4, 

переносим в нее эти силы и складываем их по правилу параллелограмма; получаем равно- 

действующую В’ (если каправления сил Р’и Р" не пересекаются, то складываем эти 

сины по правилу, выведенкому для сил параллельных). Далее, если сила Л” будет рав- 

нодействующей сил В'и Р", а П-—сил`П’и РГ (она же будет и равнодействующей 
всех данных сил Р’, Р", Р", РП), то, по доказанному, справедливы равенства; 


` т (В) =т(Р) т (Р”), 
и. ("== (Вт (Р"), 
т (ВП) = т ( А") + т (РП). 


Сложив полученныя равенства и сделав приведение подобных членов, получим: 
т (В) =т(Р)-- т () Е т( "ув (РМ)... ..... (60) 


Следовательно, требуемое доказано, Так как момент силы равен нулю, когда центр 
моментов лежит на направлении силы, то из доказанной теоремы вытекает следующее 
важное снедствие: 

ели цештр моментов лежсат на паправлении равподействующей, то сумма мо- 
менлпов всех славемьх сил равна нуло. 

$ 12. 0 равновесии рычага. Применим теорему Вариньона к равновесию рычага. Усло- 
вимся называть рычагом тело, вращающееся на неподвижной оси, под влиянием сят, 
действующих в плоскости, перпендикулярной к этой оси, 
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Предположим, что имеем рычаг ИВ (фиг. 46} с осью, перпендикулярной к плоскости 
тертежа и перевекающейся с нею в точке 0. Пусть Р, 9, би Т будут силы, действую - 
щие в этой плоскости на рычаг, а В — их равнодейству- 
ющая. Чтобы рычаг был в равновесии, равнодейству- 
ющая П непременно должна пройти через точку 0. Если 
же она ве пройдет через нее, то рычаг в равновесии не 
будет, — под действием этой силы он будет вращаться 
в 17 или другую сторону около точки 0. Выразнм ана- 
литически, что сила В проходит через точку 0. Приняв 
эту точку за центр моментов заключаем, что в таком 
. случае должно удовлетворяться требование т (В) =0. Но 

Фиг. 46, В есть равнодействующая, и потому, по теореме Ва- 
риньона, момент силы Д может быть заменен алгобраи- 
ческой суммой моментов слагаемых сил; 


| Ыб яя 


а в таком случае требование м (В) = О выразится иначе так: 


т(Р) + (бу и(8)- кт) = 


т.-е. для равновесня рыла иеобходизио, чшобы аллебраическая сумма моменнов действую- 
щит сил равиялась пулю. Таким образом, мы получили самую общую формулу, выра- 
жающутю условие равновесия рычага. Если бы мы пожелали представить эту формулу 
со знакаын моментов, какие имеют место у нас на Чертеже, то, опустив из точки 0 на 
направление сил Р, 9, би Т перпендикуляры р, 1, 3, &, получили бы: 


Ру 9.4— 54-- Т4=0 или РЕ-ЕЛИ ©:а- 5.5. 


Отсюда видам, ч0 ‘сумма моментов сил, вращающих рычаг в одну сторону, равна 
сумме моментов сил, вращающих рычаг в другу сторону. 

Мы предположили, что силы Р, ©), 8. яч 1. 
имеют равнодействующую Ё, но может случиться, 
что сложение их приведет к паре сил (©, @") (фиг. 
47); тотда для доказательства, что условие равнз- 
весия рычата и для этого случая сотанется преж- 
нее, добавим какую-нибудь сплу РЁ, проходящую 
через неподвижную ось, отчего действие сил 
Си @' по началу четвертому, не изменится. 
Складывая силы Ри 0", мы получим их равнодей- 
ствующую, которую складываем с силою ©“; по- 
. лучим тогда силу А, которая для равновесия не- 

Фиг. т. обходимо должна пройти через точку 0; момент 

силы И, как проходящей через центр моментов, 

должен быть равен нулю; в то же время,. момент силы В, как равнодействующей, дол- 
жен равняться сумме моментов сил слагающих, т.-е. . 


т (В) =Хи(Р-и(), 
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где иод ХР} подразумевается сумма моментов всех данных сил, Но 2: (РЁ), как момент 
силы, проходящей через иентр моментов, равен нулю, а потому 


и 1) = УР) уе еек, 1) 


Следовательно, условие равновесия рычага и в этом случае остается прежнее, т.-е. а4#е- 
браическая сумма моментов веет дантьке сил долоениь 
равтялться ну, 

$ 13 Аналитическое выражение момента, силы относи- 
тельно начала ноординат, помещенного в центре моментов. 
Пусть в плоскости чертежа дана сила Р (фиг. 48) с 
точкою приложения А и центр моментов 0. Примем 
точку 0 за начало ‘прямоугольных осей координат ду 
и разложим силу Р на две силы Хи У, направле- 
ния которых параллельны осям координат, По теореме 
Вариньона имеем: 


Флг. 48. у 
(Ру ==н(Х) + (ХУ). 


Пусть координаты точки А суть фи у; тогда по предыдущему: 
т(Х==у.Х, (У) == х.У. 
Подставляя величину моментов сил Хи У в выражение ‘2 (Р), находим 


п(Р)=у.Х-в У. .., ие. „2 
Эта. фориула и представляет аналитическое выражение момента сял относительно на- 
чала координат, помещенного в центре. Отсюда видно, что момент силы может быть опре- 
делен аналитическим путем по. координатам точки приложения и по ‘составляющим силам. 
$ 14. Моменты сил относительно осй. Жак было уже сказано, моменты сил берутся 
не только относительно точки, но и относитель- 
но прямой, которая в таком случае называется 
осью моментов; Момемтом силы отиоси- 
зпельно оса называется произведение проекции 
силы на плоскость, перпендикулярную к оси, 
на перпендикуляр, отущенный па эту проекцию 
из точки пересечения осн с плоскостью. Так, 
например, чтобы. получить момент силы Р 
(фиг. 49) относительно’ оси хх’, проводим плос- 
кость М, перпендикулярную Е л^', и данную 
-вилу Р проектируем на эту плоскость. Пусть 
эта проекция будет аб. Из точки 0, в которой 
ось хх’ пересекает плоскость М, опустим на на- 
правление аб перпендикуляр и обозначим ето 
через уу. Произведение проекции силы Р, т.-е. аб, на перпендикуляр р и даст нам мо- 
мент силы Р относительно оси хх’. Условимся обозначать его через и'.(Р): тогда можно 
будет написать; 


фиг. 49. 


т Ру -ирРЗ-В.е:.. : @3) 
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Условимся считать положительным направлением оси хх’ ее направление от х к х. 
Зная это, перейдем к определению знака момента. Для определения знака момента суще- 
ствуют два способа: 

' 1) Положим, что глаз набщодателя помещается на положительной ‘стороне оси, и на- 
блюдатель смотрит, в какую сторону сила стремится вращать тело, имеющее неподвиж- 
ною овью ось моментов; если он увидит, что сила стремится вращать тело по напра- 
влению движения часовой стрелки или по солнцу, то моменту силы надо приписать 
знак плюс; в противном случае знак минус. На нашем чертеже момент силы Р имеет 
значение положительное, 

2) Пусть наблюдатель, расположенный по оси моментов так, что голова его напра- 
влена в положительную сторону оси, смотрит на силу по направлению перпендикуляра 
ва нее,—в Данном случае -перпендикуляра р. Тогда, если сила будет нтти вправо от 
наблюдателя, то момент ее положителен, а если же— влево, то —отрицателен. 

Заметим, что для наблюдателя, смотрящего на плоскость с положительного конца 
оси, знак момента проекции силы относительно центра моментов 0 будет тот же, что и 
знак момента силы Р относятельно оси хх’. Так как с перенесением точен приложения 
вилы Р по ве направлению проекция Р=аё и перпендикуляр р не изменяются, то и 
моменты сил также не изменяются при этом перенесении, 

Поемотрим теперь, когда момент силы Р’равен нулю, т.-е. когда пр(Р}.р .. Это 
может только в двух случаях: или когда 2=0, или когда пр(Р}=0; первое возможно: 
тогда, когда сила Р пересекает осъ, ибо только в таком случае проекция ее пройдет че- 
рез точку 0; второе же тогда, когда сила или. параллельна оси, или равна. нулю. Вообще, 
можно сказать, что момент силы относительно осп равен нулю, когда сила проходит 
через ось, включая сюда и предельный случай прохождения через безнонечно удаленную 
точку оси, т.-е. когда сила Р параллельна оси хх", 

$ 16. Теорема Варинвона. ЛМомени равнодействующей снлы относительно оси равен 
аллобраичесной сумме моментов елаиноции сил отноентелино той же осн. 


Фиг. 50. Фиг. 5}. 


Предположим, что дана ось моментов хх’ (фиг. 50) и перпендикулярная к ней 
плоскость М. Пусть также даны в пространстве свлы Ри 09. Скнадывая их по правилу 
параллелограмма, получим равнодействующую В. Докажем, что 


т, (К) = и (Р)- т, (9). 
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Для этого проектируем параллелограмы ДЕС на плоскость М; получаем на ней четыре- 
`утольник ав, н нетрудно заметить, что он представляет собою тоже параллелограмы, 
а потому на ае и на ае мы можем смотреть, как на две силы, лежащие в одной плоско- 
отп, а на а4- как на их равнодействующутю. Взяв для этих сил моменты относительно 


точки 0, получим: 
2 (ас) -|- + (ае) = эп (аа), 
но 
2: (ас) = т,(Р), зп(ае) = т,(9), (аа) =в,(П); 


следовательно: 


1н,(П) = (2) -!- т, (0). 


Подобное же рассуждение одинаково распространяется п на случай двух паразлельных 
спл Ри © Фиг. 51). Пусть равнодействующая их будет Л. Проектируя Р, О и П на 
плоскость М, получим силы: пр(Р), пр(09) и пр(№), приложенные в точках а, $ си 
между собото параллельные. Так как Р-- О =, то, помножив обе части этого равен- 
ства на с05е, где < есть угол, образуемый силамп Р, О и Л е плоскостью М, получим: 


, Р.воз&- 9. вое = В.сова, 
но 
Р.соза == пр(Р), ©.00в=пр(@), П.сове пр (АП), 


следовательно 
пр(Р) + пр (©) = ор (А). 
Кроме того, имеем 


Помножив оба члена первого отношения на соза, а оба члена второго отношения на 
где 3 есть угол, который делает прямая АВ с плоскоетью М,. получим: 


_Р-с0з& _ 68.0058. - 
@.60$а — АС.0088” 


но 
- 68.6058 = 66, 46.6088 = ав; 
следовательно и 
пр(Р) _ в 
пр(9) ас’ 


Отсюда видим, что сумма проекций параллельных спл Ри @ равна проекции Л в что 

. проекции сил обратно пропорциональны плечам 6с п ас, Значит, проекция силы В есть 

равнодействующая проекций сил Ри ©. Взяв теперь моменты сил пр (.Р), пр (@) и пр (В) 
относительно точки 0, можем написать следующее равенство; 


в [пр (2) -- т [пр (9)] = # шр (В), 
т [пр(Р]=т,(Р), и [пр(@)] = (0), в [ор В) =т,( В); 
т,(Р)- т, (0) =ан,(В). 


но 


следовательно, 


Таким образом, для еил параллельных теорема Варпньона также справедлива. 
Докажем, что ока справедлива для скольких угодно и как угодно направленных 
сит. Положим, что даны силы Р, Р’, Р" и Р". Нопускаем, кроме того, что последова- 
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тельное сложение приводит к одиой равнодействующей. Пусть Д' будет равнодействую- 
щая сил РиР'; В" — равнодействующая сил В’ и Р"; равкодействующая же сил В” 
и Р" будет, по предположению, В. По доказанкому выше, имеем право написать еле- 
дующие равенства: 
. эи,(В') =т,(Р} + т, (Р’, 


т,( "т (В) т), 
тв) т, (В")-т(Р"); 


зложив их, получим: 


я„(В) = т (Р) + и„(Р’) | т.(Р") - т,(Р"), 


что и требовалось доказать. . 

Мы предположили, что силы Р, Р'’, Р", Р”’ допускают последовательное сложе- 
ние. Может, одиако, случиться, что данная система сил последовательного сложения не 
допускает. Не трудио доказать, что если та- 
кая система сил приводится к равнодействую 
щей, то теорема Вариньона справедлива; 
если же система не допускает существова- ‘ 
ния одкой равкодействующей, а приво- 
Дитея к двум равнодействующим, то теоре-` 
ма Вариньона изменяется так: Сумма 20- 
ментов слиаемых сил равна сумме момен- 
1106 двух равнодействующихт. 

Пусть мы имеем силы Р, Р'’, Р", Р" 
(фиг, 52); выбираем какую-нибудь плоскость 
так, чтобы направления данных сил пересе- 
кались с нею. Переносим точки приложения 
ханных сил на плоскость и каждую силу разлагаем на две так, чтобы одиа из них по- 
шла по плоскости, а другая — по перпендикуляру к плоскости. Тогда мы получим две 
труппы сил: одна группа будет заключать в себе силы 0’, 5", 5"",.., направленные по 
плоскости, а другая — силы Т’, Г", Т"',...., направленные перпендикулярно 
к той же плоскости. Складывая каждую труппу сил отдельно по известным уже прави-. 
лам, мы получим две равнодействующие Р и 9). Так как Р и © являтотся каждая 
равзодействующей своей группы слагаемых сил, которые допускают последовательное 
‚еложение, то имеем; 


др" 


Фит, 58. 


т,(Р)= т,(5') + т") -- т, (8) - = 5, (8, 
т, (9) = т,(Ту-т (Тат... .= Эт ТТ), 


бложив эти два равенства, получим: 
т,(Р)-- т,(9) = №т,(8)- п, (Т). 


Вторая часть полученного равенства представляет сумму моментов всех данных сил; 
обевначив ее черев Хи, (), имеем; 


т,(Р) + т, (0) нее - (13). 


ЭЖуноиский. Тедретнческйя механика, 3 
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Если силы Ри © пересекаются, то ови могут, слагаясь в сною очередь, дать общую 
равводействующую В. Тотда 


ат, (Р) т, (9) = т.(В); 
т, (В) = Ж,(Е) еее, - (4). 


Таким образом, очевидно, что формула (14) есть только частный случай формулы {13} ° 
и что обе они обобщаются в теореме Вариньона. 

$ 16. Аналитическое определение момента силы относительно осей координат. Положим, 
что на точку М (фит. 58), координаты которой относительно прямоутольных осей бу: 
дут 4, $, =, действует сила Р. Разложим эту 
силу по правилу параллелепипеда на три силы 
Х, У, 2, направления которых параллельны 
осям координат. Определим моменты силы 2: 
относительно осей 0х, бу и 02. По теореме Ва- 
риньона имеем: 


следовательно 


т, (Рут, На Ру-Ет,(Р, , @ 
Так как сила Х параллельна оси 0х, то 


т,(Х=0; 


момент же У относительно оси бх выразитех 
Фиг. 53. так: ` 


т.(У)= — ТУ. =, 


потому что сила У, как параллельная оси 0у, на плоскость ‘ут проектируется в нату- 
ральную величину, и ее проекция отстоит от точки 0 на расстоянии ‘2; отрицательных 
же момент будет потому, что если смотреть на плоскость ух по направлению хб, то уви- 
дим, что сила вращает плоскость по направлению, обратному движению часс- 


вой стрелки. Точно так же найдем, что момент сплы относительно осп к выра- 
зится так: 
т,(2) = 2.9. 


Подставляя в равенство (а) вместо зи,(Х), т,(У) и т,(7) соответетвенно равные 
им величины: 0, (—2.У) п 9.1, найдем, что 


т. (Р)=у.й— =... 


Понятно, что таким же точно путем можно найти моменты сил Р и относительнс 
других осей координат, а именно: 


т,(Р)=у.2—2.У,] 
В еее на (6). 
з',(Р}=е.У—у 


$ 17. Аналитичесное определение координат центра параллельных вил. Теория моментов 
позволяет определить координаты центра параллельных сил. Мы видели, что центр 
параллельных сил есть точка приложения равнодействующей, остающаяся точкой при» 
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ложения при всяком направлении параллельных сил, если только при этом не иаме- 
няется ни величниа их, ни точка приложения, Чтобы отыскать эту точку, отнесем 


ы) 


даны 


г 


Чит. 54. 


данное тело в прямоугольным 
осям ‘координат х, у, х (фиг. 
54). Положим, что на данное 
тело действуют параллельные 
силы 2; Р', Р", Р",.. Назо- 
вем координаты точек прино- 
жения каждой силы через 
(2, у, 2), (2, У, #)),..., а коор- 
динаты центра параллель. 
ных сил через =, у, 2. Равно- 
действующая параллельных сит 
будет, положим, В. Так как 
координаты пентра параллель- 
ных сил не изменяются от 
перемены направления сил, то 
предположим, что вое силы 
Р, Р.Р", Р",... параллельны 


оси 02. На оеновании теоремы Вариньона о моментах относительно оси, мы можем 


написать: 


и.(В) =т,(Р) и, (РЭ... -.. 


(14°). 


т, (В) = м, (Р) т, (РЭ. еее (14".. 


п, (Пу= чт, (Рут, (РО... 


(14). 


Уравнение (14"') обращается в данном случае в тождество, потому что моменты всех 
вии относительно этой оси при взятом направлении сил Р, Р''Р”, Р",... равны нулю. 
Теперь определим моменты сил Р, Р’, Р", Р",... относительно осей 0х и бу. Чтобы 
определить моменты зтих сил относительно оси 0х, проводим плоскость ‘ух, перпенди- 


кулярную к оси 0х, и проектируем на нее силы Р, Р’, Р", Р", 


. И силу П. Пусть 


расстояния этих проекций от точки 0 будут у, у', у, у",... и 9. Чтобы получить вы- 
ражения моментов, нужно проекцию каждой силы помножить на соответствующий пер- 
пенцикуляр; что касается знака, то полутаемым произведениям в данном случае нужно 
приписывать знак минус, так как, емотря по направлению х0, увидим, чо силы 
стремятся вращать тело около оси х0 против часовой стрелки. Таким образом найдем: 


т, (Р=-—Р.у, т, (Ро= Ру, т, (р) 


что, в виду уравнения (14’), даст: 


—Пу= 


изи, после перемены знаков; 


— 2"... 


т,(В=— В. 


С РУу=— (Ру, 


Пу=х(Ру........ 


.... (5) 


Обратимся теперь к определению моментов тех же сил относительно оси бу. Для этого 
проводим плоскость хх, перпендикулярную к оси 0у, находим проекции на эту пло- 


скость виш ДП, Р, Р', Р", Р" 
пуеть они будут; *, *, 


... И опускаем на них перпендекуляры из точки 0,— 
”,... Множа затем проекции сил на эти перпендику- 


Е 
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ляры, получаем искомые моменты ео знаками плюс, ибо силы вращают тело по часовой 
стрелке: 


=, (В) = П., т,(Р)=Р.з, т,(Р.) =2Р'.5, 


что, в виду уравнения (14"), даст: 


ВР)... 5") 


Определяя из (15') и (15") координаты 2 и у, находим: 
- _ Х(Р.9 
Е’ 
;(Р.у 
= г. ). 


Что касается определения координаты 2, то при том направлении сил, которое мы 
звнли, координаты этой определить нельзя, и, чтобы определить ее. надо предположить, 
что все силы В, Р, Р',Р", В"... стали параллельны какой-нибудь другой оси, -на- 
пример, оси 9х,—и приложвть теорему Вариньона к оси 0у; тогда получии: 


В.==5(Р.:), 
откуда 


Заметив, что В -= ХР, вамещаем в выведенных формулах Ё равною ей величиною 
УР; тогда получим следующие три формулы координат центра параллельных сил: 


- ХР.) - УФ — ХР.) 
=2ур, в ый 27 т: - 8). 


Эти формулы выражают расстояния центра параллельных свл от соответственных 
плоскостей координат. Мы видим, что для нахождения каждаго такого расстояния 
эаокно пазюдую силу умнооюить па расстояние точки приложения св от соозивет- 
ственной плоскости координан, сложенть все эти произведения и раздемипь на сумму 
всех сил. Так, например, расстояние точки приложения силы Ё от плоскости уг будет 


>(Р.®) 


? 
Центр тяжести. 


$ 13. Координаты центра тяжести. Займемся теперь вопросом о притяжении твердого 
зела землею. Опыт показывает, что направление силы притяжения вемли бывает всегда 
перпендикулярно в поверхности вемли, за которую принимают свободную поверхность 
воды в ее бассейнах: морях, озерах и т. п. Так как эта последняя поверхность на 
протяжении малых своих участков очень близко подходит к плоскости, то © очень ма- 
лой степенью погрешности можно сказать, что сишы притяжения земли на различные 
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части тела не очень больших размеров все будут параллельны между собою. Это же 
самое можно выравить еще так: вемля притягивает частицы тела силами, хоторые на- 
правлены приблизительно к центру ее. Что действительно эти силы не проходят через 
земной центр, можно видеть из того обстоятельства, что нормали к поверхности земли 
не пересекаются в центре, ибо земля не есть в строгом смызле шар, & эллинсовд 
вращения. Так как силы притяжения сходятся в точке, отстоящей каждый раз от 
земной поверхности на огромном расстоянии (около 6000 вер.), то можем считать вх 
лараллельным и, если само тело не велико. в 

Равнодействующая „всех сил притяжения земли на различные части тела иззы- 
вается весом тела. Центр этих параллельных сил притяжения называется центром 
тлокести. Силы тяжести, действующие на частицы тела, пропорциональны массам 
этих частиц; следовательно, центр тяжести тела определяется только тем, что все силы, 
действующие на частицы, пропорциональны их массам. Положение центра тяжести 
тела ‘не изменилось бы, если бы изменилась сила притяжения земли. Мы можем ска- 
зать, что центр тяжести тела есть центр параллельных сил, пропорциональных массан. 
материальных точек, составляющих. тело. В этом смысле вместо термина центр тя- 
жести вводят для той же точки еще Другой термин: цемир инерции. 

Положим, что тело прёдетавляет систему конечного чиела материальных точек, 
вес которых обозначим через Р, Р'’, Р", Р",..., а координаты через (д, 9, 2), (1', у’, =’), 
у.) Зная, что центр тяжести системы материальных точек будет центром на- 
раллельных вип Р, Р’, Р", Р",..., заключаем, что координаты центра этих параллель- 
ных сил будут не что иное, как координаты центра тяжести. Если назовем координаты . 
центра тяжести через =, у, 2, то найдем что 


т-Рр зб з=26р. 


Если тело представляет непрерывное соединение материальных точек, т,-е. сплошь 
ную маесу, то для определения веса этого тела его нужно разбить на весьма малые 
об’емы и определить вес каждого ив этих об’емов, раесматривая каждый из них отдельно, 
как материальную точку. Еели тело для всех равных об’емов имеет равные веса, то 
говорят, что тело однородно. Плотностью такого тела или весом единицы об’ема 
называется отношение веса в соответствующему об’езну. Если тело однородно и 0б?ем 
его будег ТУ, а вес Р, то плотность 7 этого тела выразится тах: 


Если же тело неоднородно, то это значит, что при равных об’емах частей тела веса 
‚получаются неравные и, следовательно, в различных своих точках тело будет обла- 
дать различною плотностью. Чтобы найти плотность неодиородиого тела в данной точке М, 
поступалот так: внутри тела выделяют ограниченный какой-либо замкнутой поверхностью 
об"'ем, внутри которого лежала бы точка М. Назовем этот об’ем через ДУ, а через ДР 


АР 
назовем вес материи, заключалощейся во взятом об’еме; тогда отношение Гр прини- 


мается за среднюю плотность для рассматриваемого об’ема ДУ. Переходя к пределу, 
т.-е. предполагая, что об’ем ЛУ приближается к нулю, а точка М постоянно оетается 
внутри ограничивающей его поверхности, получим некоторую определенную величику 
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„ АР . 
пт р’ Которую мы называем плотностыо те-ир в данной точке М и обозкачаем ух. 
Озсюда следует, что вес малой чаети тела у точки М есть: 


ДРЕТи АТ. 


В дальнейшем мы будем, главным образом, определять центры тяжести тел, имею - 
щих постоянную плотность, т.-е, тен однородных. 

Перейдем теперь к вопросу об определении коордикат центра тяжести сплошного 
тела. Для этого разбиваем тело на весьма малые элементы, в виде весьма небольших 
прямоугольных параллеленипедов со сторонами, параллельными осям координат. Назовем 
обзеи каждого параллелепипеда через ДГ, а плоткость его через у. Обозначим, далее; че-' 
рев (2, 2’, 2",..), (у, у, 9",..), (а, #', 2",..) коордикаты, соответствующие точкам прило- 
жения сил тяжести каждого параллелепипеда, и предположим, что вес каждого паралле- 
лепипеда сосредоточен в его центре; тогда тело можно будет рассматривать, как собрание 
бесчисленного множества материальных точек, при чем вес каждой. выразится так: 


Р=уау. 


Подотавляя это значение Р в формуны для координат центра параллельных сил: 


- м — —__ Ь.8 
“УР у “бр , 


У) т=: ему, 
ЭТУ” ° ^^ УТ) 


одинакова; в таком случае у можно вынести за знак сумны, как в числителе, таки в 
знаменателе, и сократить; тогда получа 


(Е.И 
= зай 


Но Х(МУ) предетавляет собою иг/> 
тогда получим формулы в окон зале." 


=.@4Т) 97—28.) 


ат) ‚М. 
у’ Ра . т 


Центр тяжести такого однородного тела навываетен уениром тьлэжестии об’ема, 

Хроме центра тяжести обчема рассматривают еще центр тяжести повертнюсети 
и линии. При этом принимают, что эти поверхности и зикии непрерывно и равномерно 
покрыты материальными точками. Положим, что мы определяем дентр тяжести поверх. 
ности. Разделим ее на безковечно малые элементы площади 45. Пусть зоверхноспимия 
паотность, т.е. отношение веса ДР такого элемента к самому элементу площади 4%, 
будет 
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этоюда 
АР=удв. 


“Тогда координаты центра тяжести поверхности выразятся так: 


й 3.48), ы 20.48), -_ 2.48.) 
3087) 9 — (87) > (5) > 


Пусть 7’ для всех элементов одинаково, а (8) —Финощадь всей поверхнойти-—пусть 
равняется 5; тогда: 


| (7.45) 


$4.48), 
Я 


тде у, у, 2 представляют координаты элементов площадей 45. 

Совершенно так же определяется и центр тяжести линии, Положим, что линейная 
злотность, т.е. отношение веса безконечно малого элемелта линки АР к длине этого 
эземента ДГ, есть 7”; тогда вес элемента будет ДР =у".аТ. Координаты центра тяжести 
хинии выразятся так: 


ват 
5) 


В этих формулах у" сократится, если материальная линия однородна; что же касается 
С.Т, то это воть длина всей линии, которую мы обовначим через’ 7,. Вследствие этого 
вышенаписанные формулы примут вид: 


Яля определения центоа тяжести служат слелующае вопомотательные теоремы: 

1. Иели тело имеет плоскоеть симметрии, то центр пяжесни лежешт на эной 
арикоети. . 

Когда товорится, что тело имеет плоскость симметрии, то нод этим подра- 

` зужевают, чю оно расположено относительно этой плоскости 

: таким образом, что каждой материальной точке по одну сто- 

+ рону плоскости симметрии соответствует равная ей по весу 

зочка, помещенная по другую сторону и; притом, так, что ли- 

ния, соединяющая зти две точки, перпендикулярна к илоско- 

сти симметрии и делится ею пополам. Если возьмем точку М 

(фиг. 55) и найдем соответствующую ей симметричвую точку 

И', то на них будут действовать равные силы тяжести; если 

их сложить, то В силу их равенства равнодействующая ока- 

щется приложенной в середине линии ММ’, и, вначит, точка 

приложения равнодействующей будет лежать в плоскости сим-, 

метрии. о ще самое получим и для всех остальных точек 

такого симметричного тела. Отыскивая теперь центр всех этих 

Фиг, 55. параллельных сил, видим, что он также будет лежать опять 

у в плоскости симметрии, —в какой нибудь точке ея 6; следователь- 

но, это и будет центр тяжести, который, таким обравом, и лежит в плоскости симметрии 
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ЭТ. Если знело симметрично относительно осн, то ценпр тяоюести  леюнтт не 
этой оси. 

Осью симметрии называется прямая линия, обладающая тем свойством, что 
каждой точке тела по одну сторону ее соответотзует другая, равная ей по весу, распо- 
ложенная по другую сторону так, что линия, соединяющая эти точки, проходит через 
ось, перпендикулярна к ней и делится ею пополам. Возьмем две такие сикметричные 
точки (фиг. 56); складывал силы тяжести, действующие на них, заменяем их одной, 
равной их сумие; сила эта будет приложена к середине линии, соединяющей две дачные: 
точки, а следовательно, пройдет через ось симметрии. Понятно, что, вамеляя силы. дей- 
ствующие на каждые две симметричные точки, ны получим ряд равнодействующих, 
которые окажутся приложениыми в точках, расположенных по оси симметрии. Складывая 
эти силы, получим общую равнодействующую, приложенную в какой-нибуль точке 6 этой 
же оси. Тогда эта точка 5, будучи центром параддельных сил, действующиз На тело, и 
будет его центром тяжести. 


Фяг. 56. Фит, 57. 


ПИТ. Если пвло симметуичио относительно ‘почки, то центр тяжести ловит 
в центре симметрии. 

Центр симметрии есть такая точка в теле, что всякой материальной точке М 
(фиг. 57) соответствует другая точка М’, равная ей по весу и расположениая так, что 
линия, соединяющая эти точки, проходит через центр симметрии и делится им пополам. 
Равнодействующая двух.сит тяжести этих точек пройдет, очевидно, через середину ли- 
нии, соединяющей эти точки, т.-е. через центр симметрии. Так как это рассуждение 
мы можем применить к каждой паре точен, получая каждый раз равнодействующую, 
проходящую через центр симметрии, то равнодейотвующая проходит через центр сим- 
метрии 0, а потому центр тяжести лежит в центре симметрии 0, 

Основываясь на эгих трех теоремах, можно определить центр тяжести некоторых тел. 

Центр тяжести молнериальной прямой лежит в ее середине. 

Центр тяжести параллелирамма лежит в точке пересечения его диагоналей, ко- 
торая будет в 10 же время центром синметрни параллелограмма. Последнее следует 
ив того, что в параллелограмме каждому элементу площади найдется другой, ему гоот- 
вотствующий и равный ему по весу, а линия, соединяющая такие два элемента, делится 
пополам как раз в точке пересечения диагоналей, 

Центр тяжести шара лежит в его геометрическом центре. 

Колец, т.-е. тело, полученное оз вращения фигуры около оси, лёжащей в плоскости 
фигуры и не пересекающей эту последнюю, будет иметь центр тяжести на оси кольца- 
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В конусе центр тяжести лежит на линии, соединяющей средину основания конус 
стето вершиной, и т. п. . 

ТТУ. Если зпело состоит из нескольких частей, то центр тяжести ею можеть 
бьыть определен, как чештр тяжести нескольких материальших зточек, которые мы 
получаем, сосредоточивая вес каждой отдельной части данпою тела в ве цените 
лжестиь. . 

Для доказательства вовьмем тело 486 (фиг. 68), состоящее, положим, из шара, ни- 
линдра со сферическими выемками на концах и еще другого шара, меньшего, чем первый. 
Отзыщен центр тяжести веей 
этой системы. Притяжение зем- 
ди на первый шар сведется к 
одной силе Р’ которая дей- 
ствует на центр тяжести его А. 
'’Точно также ‘все действие зем: 
ного притяжения на цилиндр 
приведется к одиой силе Р”, 
действующей на центр тяжести 
цихнидра,—в точке В. Наконец, 
на меньший тар будет действо- 
вать виза Р", приложенная в 

Фиг. 58. пентре его 6. Очевидно, что 
отыскание центра тяжести этих 
трех тел сводится к отысканию равнодействующей трёх сил Р, Ри Р". 

Пользуясь изложенными четырьмя теоремаия, можно отыскивать центры тяжести 

равличных фигур. 


1. Центр тяжеети линий. 


$ 19. Центр тяжести периметра, треугольника. Дан треугольник А8б (фиг. 59). Разде- 
лим стороны его ИВ, 86 и 46 пополам. Очевидно, что центр тяжести каждой ив них цежит 
на ее средине, так что можно принять, что веса сторон треугольника будут приложены 
в точках а, би с, срединах его сторон. Эти силы Р, Р’и Р” будут по величине про- 
порциональны длинам сторон. Соединим точкя а, 6 и с между собою и сложим сиды РиР”"; 
равнодействующую их назовем через В’. Она пройдет через точку М. Эта точка нахо- 
дится на том месте линии ас, которое удовлетворяет пропорции 


ы р": Р==аМ :; Ис. 
Из подобия треугольников АВС и абс имеем: 


АВ: Ве—аё : 66, 


но 
48:86—Р":Р, 


следовательно: 
аМ : Ме == аб : 66. 


Последияя пропорция покавывает, что если соединим точку М 6, то тиния М раз- 
делит угол абс пополам. Действительно, М6 делит сторону ас на чвети, пропорциональные 


двум другим сторонам, & это и есть свойство биссектрисы. Сложив потом силу Д’с ГР’, 
зохучим равнодейотвующую, точка приложения которой будет лежать где-нибудь на ли- 


` в нии 6М. Отсюда заключаем, что центр тяжести 


лежит на линии, делящей ‘угол при вершине 6 
пополам. ° 

Складывая силы Р’и Р", мы можем 
применить то же самое рассуждение; тогда 
увидим, что центр тяжести лежит на линии а, 
делящей. угол саб пополам. Если это так, то 
центр тяжести должен лежать на пересечения 
биссектрис № и а, — в точке 0, представля- 
ющей собою, очевидно, центр круга, вписан- 
ного в треугольник абс. 

Итак, ценир тяожести периметра туе. 
злольника лежит в центре крум, вписанною 
в пролольних, вершины поторою лежит на 
срединах сторон данною трепольника. 

8 20. Центр тяжести част периметра пра- 
вилЬного нногоугольника. Возьмем часть пери- 

Фиг. 59. метра АВСБЕ (фиг. 60} правильного многоуголь“ 

нвка и проведем прямую №, которая бы рэз- 

„делела эту часть периметра На две симметричные часхи. Пусть М будет цеитр круга, 
зписанного в многоугольник. Так кзк С есть ось симметрии, то искомый центр тяже- 
СТИ будет лежать на ней,—гдеснибудь в точке 0. Определим 
расстояние 0,—координату центра тяжеети. Для этого вос- 
пользуемся выведенными выше формулами, определяющими 
координаты центра тяжести; при этом оси координат возь- 
мем так, чтобы линия Мб была осью х, а ось у была бы к 
ней перпендикулярна; за начало координат примем точку 4, 
Вместо каждой линии 48, ВС. 60 и’ПЕ возьмем материаль- 
ные точки, равные этим линиям по весу и помещенные 
в срединах сторон. Такие точки будут: а, 6, си @. Соеди- 
нива с йифс с, найдем, что линии а и $ пересекают 
ось симметрии МС в точках т и п. Теперь определим коор- 
динату центра тяжести 0. Положим, что она равняется 


3; тогда: 


г 
Фиг. 60. . 


Назовем через у” линейную плотность, т.-е, количество веса, приходлщегося на 
‚эдиницу длины. Тогда будем иметь, что 


Рав, РВ, 


Р’-= Вер", Ри ВЕ." 
следовательно: 
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сократив на у", найдем: 


в — АВ. М -- 86. Мо 60. Ма-- ВЕ. т ° 

= Небе“ уе # (@). 
Соединив М саи опустив из В перпевдикулаяр 89 на АЕ, получим, что треугольник 4АВ 

подобен треугольнику Мат, так как стороны их взаимно перпендикуляркы, Из подобия 

их следует, что 


где г— Ми есть радиус вписанного в данный многоугольник круга. Взяв произведение 


крайних и средних, имеем 
ЯВ. Мт = 


"44. 
Также найдем: 
. ` Вб. Ма = МБ. ВР. Фр, 


ит. д. Подетавляя эти выражения в формулу (а), находим 


(МЧ -- др - 95-Е 32) 


яв ве- с9-- де ^ 


Называя данный периметр через Г., а хорду АЕ через @, получин: 


+. 


й 


Отсюда следует, что. рисиолние центра тяжести части периметра правильною 
"закиоуюльнива от центра вписанной окружености есть четвертая пропорниональная 
я радиусу этой окрумености, хорде части перименра 
1 величине периметра. Это и есть формула центра тя- 
жести правильного многоугольника, 

8 21. Центр тяшести дуги круга. Возьмем часть 
\ круга, с центром в точке М (фиг. 61) и радиусом МА == >. 
{ Назовем угои АМС через ©. Дугу круга можно рассма- 
} тривать, как предел части периметра правильного 
ивогоугольника, при возрастанаи ччел“ сторон его до 
безконечности. Обовначив центр Угщески буввою 0, 
зощем, на основании предыдущей формулы, написать: 


с 


Фиг, 61. 


где Е есть искомая координата центра тяжести, а— 
хорда ДЕ и Г. -— дуга АбЕ. В пределе э` не изменнтся; 4 есть 2 Ат, & Ат —".5та, поэтому 


4 = 3" та; 
Т. в пределе обратитёя в дугу круга, значит: 


Т=+.3е, 


-м- 


при чем а берется не в‚градусаз, а в долях радиуса, Таким образом, в пределе 


я . - 
В частном случае дия подуокружности, когда а = 5, имеем йа = 1, тогда $ = 


и, приняв л-=*?/,, имеем 


7. Эт ай 


т.За 


1_ 
Нл 
я Ця 


Ти 
п” 


Эта последняя формула дает расстояние центра тяжести попуокружности от 


‘центра круга. 


П. Центр тяжести площадей. 


$ 22. Центр тяшеста площади треугольника. Разобъем площадь даниого одиородноге 
треугольника АВС (фиг. 62) на безвконечно тонкие полоски, параллельные стороне 45. 


ЕЕ С 
ь 
Фиг. 62, 


Эти полоски мы можем рассматривать, как ли- 
‚нии, равномерно покрытые массою; следова- 
тельно, силы тяжести, действующие на каждую 
такую полоску, имеют равнодействующую, про- 
ходащую через середину этой полоски, почему 
; точка приложения общей равнодействующей 
должна лежать где-нибуль на линии 88, прохо- 
длщей через середины всех полосок, т.-е’соеди-, 
няюшей вершину В с средлной осиования 5. 
Повторяя то ще рассуждение относительно 
стороны АВ, найдем, что центр тящести. нахо- 
дится где-то на линии 0е, соединяющей вер- 
шину -б с срединой основания АВ. Спедователь- 
но, центр тяжести площади треугольника дол- 
жен лежать в точёе @, на пересечений лилий 


В и бе. Определим теперь, где лежит эта точка 0. Дия этого соединяем 6 с с, тогда 
получим два подобных треугольника ВВ6 и с06. Из подобия их можно вывести пропорцию: 


80 : 06 — В6: 6е. 


Но так как из подобия треугольников АВС и Асф имеем 


3648 
№ ог 
тои 
80 _2 
. т 
или 
80=2 06. 


Если к обоим частям этого равенства прибавим по 06, то получим: 


80 -- 06 — 86 —2 06-06 —3 06, 


эткуда . . 


т.е. цемир тяжести площади треуольника лелсит лир одной трети от основания, ли- 
ини, соедиияющей средину основалия тареуюльнииа с противолежащей вершиной. ` 

Если на основание 46 опуетим перпендикулары из вершины В и из центра тя- 
нести 0, то, называя длины их через й и {"', получаем 


,_1 
й = 54. 


Следовательно, положение центра тяжести мы можем определить. еще следующим 
образом: 
Цеитр тяжести площади преуольника лежит ца лини, орбиилющей вериину 
с срединой противополооюиой стороны, па одной трети высоты от основания. 
$ 23. Центр тяжести трапеции. Разбивая площадь данной трапеции 2РЕО (фиг. 63) 
на безнонечно тонкие полоски, паралиельные стороне 00, мы убеждаемся, что центр 
тяжести ‘должен лежать на линии АВ, соединяю- 
щей средины параллельных сторон, ибо центр 
тяжести каждой отдельной полоски лежат иа сре- 
дине ее. Разобъем затем диагональю СР трапецию 
на два треугольника бЕЁ и 0ЁО. Центр тяжести 
первого треугольника лежит в точке 0”, а вто- 
рого— в точке 0’; положение точек 0’и *д" опре- 
деляется теоремой $ 22, Значит, общий центр тя- 
жести должен лежать одиовременно на линии АВ 
и на линии 0'0"; следовательно, он лежит в точке 
их пересечения 0, 
Существует еще другой сповоб нахождения 
центра тяжести площади трапеции. Обозначим 
фяг. 63. , нижнее основание традеции через а (фиг. 64), & 
верхнее через $, Откхадываем потом расстояние 
@ от точки 0 до 0, так что 06—а, и расстояние $ от точки Р до И, так что АН=5; 
соединим точки 0 и Н линией 6И. Точно так же соединяем средины оенованай, — 
точки А м В. Пересечение 48 с 6И и дает точку 0— центр тяжести площади трапеции. 
Цробы доказать это, назовем через у расотояние центра тяжести 0 от прямой РЕ, в 
через )— расстояние центра тяжести 0 от 68, и назовем высоту трапеции через й. 
'Пуеть центры тяжести треугольников РОЁР и АСИ лежал в 0'’и 0". Определим теперь ко- 
ординаты центра тяжести относительно линий АЕ — (у) и 00 — (и) по формулам 


52484) 


при чем за ось х примем сначала Ре, 4 потом /'б, начало же координат отнесем сна- 
чала в точку А, & затем в РЁ". Тогда получим; 


| 


248.5) _ площ. БОЕ. 0'К' -- площ. 2С0.0"Ё" 

Я площ. ЕбЕ-- площ. 200 ы 
г (49. _ плот. ЕВЕ.В'К-- площ. 20.0" 
у К —^ площ, АбЕ- плош, 269 


Но 
пло. АВЕ = 


о 


ей ди 
Иа 0"ь 


Подставляя эти выражения, получим: 


тдо под 5 подравумевается площадь всей 
В 


. р 
вращая на зи на 5, получим: 


у 
у 


(@) 


Вот в каком отнотении нужио разделить линию 8, чтобы получать место центра 
тяжести. Поемотрим теперь, в каком отношении линия 64 делит АВ. Из подобия треуголь- 


ников 496 и #08 имеем: 


0в _ В 


ба — #6 


--Ь 


следовательно: 


Итак, точка 0 есть, действительно, центр тяжести площади прапедии, так каю’ 
она удовлетноряет формуле (а). 


В предельном случае, когда 5 = 0, трапеция переходит в треугольник, и 91, 


‚ $ 24. Центр тяжести площади произвольного четыреугольника. Для определения центра. 
тяжести площади произвольного четыреугольника поступают следующим образом: раз- 
бивают даниый четыреугольник 4ВС9 (фиг. 65) на два треугольника АВВ и 08С диаго- 
налью ВВ и отыскивают их центры тяжеств по известным правилам. Положим, центр 
тянести треугольника 488 лежит в точке 0', а треугольника 886 — в точке 0". Потом 
тот же четыреугольник разбиваем на два треугольника диагонелью Аб и так же, как 
и прежде, определяем центры тяжести новых треухольников, 0” и 027. Значит, общий 
дентр тяжести должен лежать одновременно на линиях 0'0" и 0" 07; следовательно, 
он лежит в точке их пересечения 0, 
р 


Фиг. 85. 


Жели бы был `дан какой-нибудь многоугольник АВСОЕР (фиг. 66) и требовалось. 
бы определить центр тяжести его площади, то для этого его пришшовь бы разбить на 
треугольники, определить центры тяжести каждого из них и сосредоточить в найден- 
ных центрах веса, которые будут пропорциональны площадям треугольников. Получим 
точки 0’, 0", 0", 0!" и т.д., и задача оведется к отыеканию центра тяжести несколь- 
ких материальных точек. ` 

$ 25. Центр тяжести кругового сектора. Дан сектор ОВ (фиг. 67), и требуется опре- 
делить его центр тяжести. Проводим радиус, перпендикулярный к хорке 48; он будет 
осью симметрии для плошади сектора; следовательно, искомый пентр тяжести будет 
лежать где-нибудь на нем. Разобьем дугу АВ на очень калые равные части ли, пр, ру... 
и соединим все полученные точки деления дуги АВ с центром 0; тогда наш сектор 
разобъетея на весьма малые секторы, которые в пределе, при безконечном возрастании 
числа делений, можно рассматривать, как прямолинейные равнобедренные треугольники. 
Пентры тяжести всех этих треугольников, как легко видеть, расположены равномерно 


18- 


нз дуге круга, описанного ив центра 0 радиусом равным */, В; полученная таким обра- 
з0м дуга аб будет покрыта равномерно точками, равными по весу, потому что площади 


`Фиг. 67. 


`Это и есть искомая формула. В частном случе, когда в —= 


малых секторов равны, и вопрос теперь сводится в 
отысканию центра тяжести материальной духи аб. Но 
расстояние центра тяжести дуги от центра круга опре- 
деляется по известной формуле 


= 
тДе для нашего случая 
г=0а=у,, В, 


и потому искомый центр тяжести отстоит от центра 
круга на расстоянии 
* 51а 


круг, и центр тяжести его определяется по формуле: 


или, полахая лсо*" 


” 14 
Значит, центр тяжести полукруга лешит на расстоянии 33 В от центра круга на место. 


& 26. Центр тяжести кругового сегнента. Центр тяжести кругового сегмента 468 (фиат 68} 
„будет лежать на среднем радиусе 06, а именио, хде нибудь на линии Еб‚—в точке 6. 


Фиг. 68. 


отсюда определим 2: 


Но эАутв=18 =, так что 


Назовем расстояние его от центра круга через %. На основа- 
нии теоремы ГУ центр тяжести сектора можно определить ло 
центрам тяжести составляющих этот сектор треугольника 408 
и сегмента 468. Для этого сосредоточим вес площадей тре- 
угольника и сегмента в их центрах тяжести Й и 6. Еели пло- 
щадь сегмента назовем черев 5, то. можем написать: 


зта _ 98-1, В воза. Бута. М, са, 
В 
2 — 
2 Ка. р 


В 


тде а выражено в долях радиуса. Преобравовывая последнее 
равенотво, получим: 


2), азта = 95 -- */, ВЗ зи 005; 


- 2зта (1 — 60546) 2 Аз зйне 
В Я * 


— 49 — 


Нодетавляя вместо В х/и: его выражение по 4, найдем окончательно, что 


т 


Это и есть искомая формула, определяк щая центр тяжести площади сегмента. 


Ш. Центр тяжеети поверхностей. 


$ 27. Центр тяжести боновой поверхности прямой призмы. Определим центр тяжести 
граней данной призмы (фиг. 69) и соередоточим вес каждой в ее центре тяжести. Силы, 
действующие на эти точки, будут пропорциональны площадям 
граней. Назовем эти силы через Р, Р', Р", Р" и РГ, Они 
относятся между собою, как соответствующие площади граней. 
Но так как во всех гранях можно ва основание граней при- 
нять боковое ребро, то эти площади относятся, как стороны 
какого-нибудь перпендикулярного сечения, — например, сред- 
него, — ибо ‘именно эти стороны и служат высотами граней. 
Поэтому:. 


А 


ЕЛЬ 


Р:Р.РР" РИ а: ве, 


тде а, 6, с,... суть стороны перпендикулярного среднего се- 
чения. Кроме того, точки‘ приложения сил Р, Р’, Р",... лежат 
на сторонах этого среднего сечения (так нак призма прямая); 
следовательно, названные силы можно рассматривать, как 
Фиг. 89. веса сторон материального многоугольника абсйв. Это показы- 
вает, что отыскание центра параллельных сил Р, Р’, Р",..., 
{т.-е. ‚центра тяжести боковой поверхности прямой призмы) тождественно с нахождением 
центра тяжести периметра многоугольника абефе. Отсюда видно, что цемир тяжести 
, боковой поверхности прямой призлим лежюшт в центре 
тлоюесми периметра сфеднею пертендивуллуною се- 
чения. . 

$ 28. Центр тяжести боновой поверхности пирамиды. 
Правило, которое мы выведем для определения центра 
тяжеети боковой поверхности пирамиды, приложимо не 
только и правильной, но и ко всякой пирамиде, 
основание которой есть многоугольник, описанный 
около круга, а высота проходит через центр 
этого круга. 

На расстоянии одной трети от основания дан- 
ной пирамиды (фиг. 70) проведем сечение, перпенди- 
куларное к высоте, Положим, сечение это будет абеде/. 
На серединах его сторон будут лежать центры тяжести 
треугольников 4$8, 856, 658, В3Е, и т. д. Так как все 
а треугольники имеют общую аловему, то их площади 
7 будут относиться, как основания 48, В6, 29, ВЕ, ит, Д., 


чи. 
. или как 26, 6с, с4, 4 и т,-Д. Это показывает, что 


Центр тяжести всей боховой поверхности пирамиды будет лежать в центре 


Жукошекий. Теорезическая мелавика. 4 
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эаяжести, периметра сечения, проведениою пернендинулярно к высоте на расстоянии 
одной трети высоты от основания. 

8 29. Центр тямести полной поверхности пирамиды. Дана пирамида ВАО (фиг. 71} 
и требуется определить центр тяжести полной ее новерхности. Определим центр тяжести” 
всех ее граней. Центр тяжести грани АВб 
лежит на линии, соединяющей вершину 8 с 
серединою основания. АЙ, на расстоянии одиой 
трети ее от основания, — в Точке с. Точно 
так же центр тяжести грани 468 лежнт в 
точке &, 086 —в точке а и АВС — в точке #2. 
Соередоточиваем в каждом центре веса’ гра- 
ней,-они будут пропорциональны площадям 
этих граней имеияо, в точке с прилагаем 
сосредоточенный вес РР”, в точке $— вес Р», 
ва-- вес Р’и в точке (вес Р; притом: 


БР” __ 
Р" — 


. Соединим теперь точки а, $, с, 4 между 

собою прямыми; получим пирамиду фасё, по- 

Фиг. 71. . добную пирамиде ВАС. Чтобы доказать это 

подобие, заметим, что ребро ВС параллельно 

ребру $е, 48 | аё, СВ | са, и т. д. Докажем сначала параллельноеть Вб и 6е. Мы видим, 
ЧТо ЕЁ; сВ = 1:23 и 6Е:66--1 следовательно: 


Е: 08 — Е: 66; 


отсюда заключаем, что 6с || В. Точно так же обнаружим параллельность остальных ребер 
большой и малой пирамиды; следовательно, пирамиды составлены из подобных граней. 


Из подобия следует, что: . Гоа 
площ. АВВ __ площ, ав 


площ. 462 площ. ай’ 


зналит; 
р" _— площ. ав 


р" — площ. асё` 


Складывая силы Р” и Р", находим равнодействующую (Р"--Р"), приложенную 
в некоторой точке л. Сложим ее с силами Ри 2". Равнодействующая всех этих сил Е 
будет действовать на какую-нибудь точку плоскости ату. Докажем, что эта плоскость 
делит двугранный угол при ребре ао нонолам, 

Посмотрим, в каком отношении должны находиться отрезки Ра и ме. Силы Р"и 
Р"”' делят сё на части, обратно пропорциональные величинам этих сил, т,-е. 


. р": Р" = т; те. 
Но по уеловию , 
Р":Р" — площ, 480: плош. АСЙ = площ. аб: ПЛОШ, ас; 


следовательно: ы 
. фт: те == площ. аб’; площ. асд. 


Ш 


Обнаружим теперь, что именио ‘эта пропорциональность имеет место тогда, когда, 
двутранный угол при ребре ай разделен пополам. 

Действительно, когда этот угол разделен пополам, то мы получаем две пирамиды: 
«фат@ и сатй, имеющие вавные основания тай. Об’емы таких пирамид относятся, как 
выеоты, т.е. 

обем пирамицы сай _1 т о: ..... 0) 
об’ем пирамиды батй № ‘бт ` 

С другой стороны, эти ‘пирамиды могут быть рассматриваемы, как имеющие общую 
„вершину т, но разные основания: асё и аба, При ‘рассматриваемом положении вершины г”, 

высоты пиремид будут равны, так как это при ребре а4, 
по допущению, разделен пополам, 

В самом деше, положим, что нам дан двугранный угол,’ 
разделенный плоскостью № пополам (фиг. 72), Возьмем ‘ка. 
кую-нибудь точку Я на плоскости М и онустим из нея пер- 

. пендикуляры й и й' на стороны ‘двуграниого угла. Проведя 
через Йй и № плоскость, найдем, что онё будет перпендику- 
лярна к ай и пересечет грани двугранного угла, по линиям 
РК и ЭК, и утол 9Кр будет линейным углом двутранного. 
Так кек двутранный угол разделен‘ пополам, то угол 9М 

Фяг. 72. равен углу МЖр; поэтому прямоугольные треугольники Мк 
и МрК равны, а следовательно, № = Мр или # =. Чира- 
змиды сат/ и вата, как имеющие равные выеоты, будут относиться, как площади осно- 

‚ваний, т.-е,: 


0б’ем пирамиды сатё/ _ площ. сай 


об’ем пирамиды ёатй площ. 


Сравнивая эту пропорцию с пропорцией (5), видим, что: 


й 
тб __ площ. аби 
те ПЛОЩ. сад° 


Таким образом мы убеждаемся, что если плоскость май дешит двугранный угол при 
‘ребре ай пополам, то тф и тс будух относильея, как площадь ба4 К площади сай, что 
на самом деле мы и имеем. Поэтому заключаем, что плоскость але’ действительно де- 
лит этот двугранный угол пополам и что на ней в каком-нибудь месте лежит точка 
приложения общей равнодействующей „В, а следовательно. и центр тяжести. Но то же 
самое можно сказель и отноентельно плоскостей, делящих пополам другие двугранные 
углы при ребрах малой пирамиды. Так как центр тяжести есть одиа точка и так Бак, 
„< другой. стороны, он должен, как мы доказали, находиться на каждой из этях шести 
плоскостей, то эти шесть плоскостей ‘должны, в свою очередь, пересекаться в одиой 
„точке, которая и будет центром тяжести, Известно, что центр шара, вписаниого в пи. 
рамиду, левит в точке пересечения плоскостей, делящих двугранные углы при ребрах 
нирамиды пополам. Отсюда получаем теорему: 

Центр тяжести полной повертности третранной пирамиды лежит в центре 
миара, вписанною в малую трелранную нирамиду, вершины которой лежат вцентрах 
тяокести площадей 'раней данной пирамиды. 

$ 30. Центр тямести позерхности шарового сегмента, Разделим стрелку сегмента 80 
“фиг. 73), равную 1, на безконечно большое число равных частей 4й, и через точки 

. . з“ 
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деления проведем плоскости, параллельные основаниям сегмента, Поверхность сегмента 

разделитея таким образом на безконечно тонкие пояса, при чем поверхности этих по- 

ясов будут равны, потому что поверхность всякого такого пояса, например, пи, выра- 
` жается так: _. ` 


та = 2.4; 


но так как @ есть радиус большого 
круга, то для всех поясов он олпн и тот 
же, а № — высоту пояса — мы брали рав- 
вою для всех поясов (так как стрелку ВВ 
мы разделили на равные части); поэтому 
поверхноети всех этих элементарных пе- 
явов равны. При весьма малом 4 мы 
Фиг. 73. можем каждый пояс лм заменить матери- 

альною окружнестью, при чем центр тя: 

жести каждой такой окружноети будет в ее геометрическом центре. Поэтому отыскание 
центра тяжести поверхности сегмента приведется к отысказию центра тяжести стрелка 
ВР, равномерно покрытой материальныик точками. Этот центр тяжести, очевидно, будет 
лежать на средине стрелки 80, — в точке 6, Называя расстояние центра тяжести от 
центра круга через т, имеем; 


Этот же вывод справедлив и для поверхности пояса. 
В частном случае. когда й == Д. то 


ТУ. Центр тяжести об'емов. 


8 31. Центр тяжести об’ема призмы. Пусть мы имеем призму (фиг. 74), Плоскостями,. 
параллельными основанию, ее можно разбнть на несколько’ 
весьма тонких призмочек м, л, р,..., равных по. высоте, 
„При увеличении числа делений до безконечности центр тя- 
Жеети каждой тафой ‘призмочки можно рассматривать, как 
центр тяжести площади этого многоугольника. Сосредоточим 
веса всех этих многоугольных пластинок в их центрах тя- 
жести; а так как центры тяжести верхнего и нижнего осно- 
ваний лежат на’той же прямой, на которой лежат центры 
тяжести всех пластинок, то заключаем, что центр тяжести’ 
призмы лежит на линии, соединяющей цевтры тяжести 
верхнего и нижнего основавий. Эту прямую можно рассма- 
тривать, нак материахьную линию, равномерно ‘покрытую 
материальными точками, а потому центр тяжести об’ема 
всякой призмы леосит на средине линии, соединяющей цен, 
тры тяжести площадей веромею и чиокнею оснований. 
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` $ 32 Центр тяжести об’ема пирамиды. Разделим двнную нирамиду 8460 (фиг. 75) на 
«безконёчно тонкие слои плоскостями, парзллельными основанию 468. `.Каждый слой мо- 
жет быть заменен материальной точкой, ‘поме- 
щенной в центре его тяжести, так что, как это 
„легко сообразить, искомый цеитр тяжести надо. 
искать на лниии, соедиияющей вершину В с 
центром тяжести площади основания 6. 

Деля данную пирамиду на безконечно тон- 
кие слон плоскостями, паралхельными грани 
АВВ, найден, что центр тяжести должен лежать 
`на чинии 66. › 

Значит, искомый центр тяжести должен 
одновременно лежать на линиях №6 и бе, т.е. 
он лежит на их пересечения,—в точке 6. 

Определим теперь положение точки 6, Из 
подобия треугольников 6еф и 668 имеем про- 
порцию: 


Отсюда 


Фиг. 75. 
ИЛИ 


86 =866. 


Ирибавляя в обеим частям по 68, имеем 


86 —- 66 = 366 2 66 = 466; 
следовательно: 
86 


=» 


т.-е. дентр зьяожестги обема поралиды дезит на линии, соединяющей ценифв тяжести 
„наощади ее основания в ; вершин, на - т длины ее, считая от основания. 
`Еели всю высоту нирамиды назовем через 7, а через №’ расотояние точки 6 от 


основания, то. 1: 


Таким образом определяетея Центр тяжести об’ема трехгранной пирамиды. 
Жели бы была дана иногогранная пирамида 5АВСРЕ (фиг. 76), то надо было бы ее 
равделить на трехграниые и у каждой из них определить ее центр тяжести. Очевидно, 
что все эти центры будут лежать в одиой плоскости, проведенной параллельно основа- 
нию на одной четверти высоты, считая от основания, при чем каждый из них совод- 
дает с пентром тяжести соответствующего треугольника. Так, например, центр’ тяжести 
первой пирамиды лежит в центре тяжести треугольника еб, центр тяжести второй пи- 
рамиды находится в центре тяжести треугольника $е/, а третьей — треугольника 64. 
В этих центрах можио считать приложенными веса соответбтвующих пирамид, т.-е. сихы 
„р, Р', Р", ит, д., и центр тяжести всей пирамиды найдется, как точка приложеняя 
фавнодействующей всех этих сил Р. Для нахождения ее нридетея силы Р сложить. За-. 
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хетиы, что силы Г пропорциональны об’емам пирамид, а при одинаковой высоте этих. 
в поеледних— их основаниям, т.е. 


р: Р’; РЕ ще : 6е9 : $4, 

Решение последнего вопроса сводитея 
таким образом к определению центра тяже- 
сти площади многоугольника а$сае. Значит, 
нентр тяжести всей пирамиды лежит в 
центре тяеести площади сечения, прове- 
денною параллельно основание на рассто- 
„инии Ч, высоты пирамиды, считая от оено- 
зания. ` 

Легко видеть, что центр тяжести 
об’ема всякою понуса лежит има линии, со- 
едниязющой центр тъяоюести площади осно- 
вания с вершиною, на расстоянии одной 
хетверти ве от основания, 

$ 33. Центр тяжести об’ема параллельно усеченной пирамиды. Положим, что мы имеем 
трехгранную пирамиду, усеченную параллельно основанию (фиг. 77), Назовем нижнее 
основание нирамиды через 4, верхнее— через 8, а высоту—черев #. Плоскостями 5Ё4 и $М@: 
равбинаем нашу пирамиду ва три трехгранные пирамиды так, что при одной и той же- 
высоте, равной высоте пирамиды, первая имеет своим основанием нижнее основание 
пирамиды 4, вторая — верхнее основание В. 
а третья, как это известно из элементарной 
геометрии, средиее пропорциональное между” 
Ан в. Носмотрим, где лежат центры тяже- 
гости каждой пирамиды. Центр тяжести пер- 
вой пирамиды лежит на одной четверти 
‚высоты от основания 4; центр тяжести вто- 
рой пирамиды лежит на одной четверти 
высоты от основания 8, или на трех 
четвертях высоты от основания А. Дока- 
жем, что центр тяжести третьей пирамиды’ 
лежит на половине гысоты усеченной 
пирамиды. 

Для этого находим центр тяжести пи- 

Фиг. 77. рамиды 5ЁМ@ по общим правилам, а именно: 
находии центр тяжести площади треугояь- 
ника (М0, — он лежит на медиане его МИ, в точке Х ее, где 


еее + (4 


#сединяем эту течку А с вершиной $; тогда точка 6 прямой А$, где 


тает 68 


и будет, как известно, центром тяжести пирамиды $20. Пусть середина 
линии 'ММ есть точка Я, так что 


ив ви тии. уе тие» (0) 
'Ротда 


КВ = ВМ — МК. Ио. 


Теперь, пользуясь формулами (В), (С) и (1), находим: 


Кб: 68— 
АВ: ВИТ: 
так что 
63 =: В : ЯМ, 


откуда следует, что линня А6 параллельна линии $М, а. следовательно, и всей 
плоскости А. [Ы 

ели теперь из точек И п Я опустим перпендивузары 4$ н #0 ва влоскость А п 
заметим, что №6 есть выеота пирамиды й, а ЯВ —=х— искомое расстояние центра.6 от 
плоскоети А (точки 6 и А лежат на линии 6й, параллельной плоскости 4), то можем 
написать: 


й: 


== ИМ : ВИ =? : 


следовательно: 


Таким образом, центр тяжести третьей пирамиды лежит на высоте '!, / над осно- 
званием А. 

Заметив это, обратимея теперь к определению центра тяжести усеченной пи- 
рамнды. Назовем через # расстоянне искомого пентра тяжести от плоскости я; тогда, на 
основании предыдущих. формул, можем написать: 


УР. 
Ур 2 


тде 2 есть расстояние каждой весомой частицы от площади А. Разделих нашу пнрамиду 
попрежиему на три п в их пентрах тяжести сосредоточны веса соответственных пира- 
мнд. Припоминая, что веса пропорциональны об’емам, можем написать: 


тде /—об'ем веей пирамиды. 
Назовем расстоянне центра тяжести всей пирамнды от верхнего основания 
через 2; определить эту величину можно по формуле, нам уже известной: 


тдё через =’ обозначены рёестояния частиц от площади 8. После соответствующих под- 
<тановок найдем: 


? мовно получить еще из уравнения : 
з 


и В 
Взяв отношение 2 к =’ п сократив на дз’ Имеем: 


4-2 38.348 
вв’ 


Заметны, что величину 


Разбивая пирамиду на слон, параллельные основа- 
ниям, убеждаемся, Что ее центр тяжести лежнт на пря- 
мой, соединяющей центры тяжести площадей верхнего н 
нижнего оснований; место ше его на этой прямой опреде- 
дяется пз полученного отношения {к =". . 

Для определения центра тяжести многоугольной 
пирамиды, усеченной парахлельно основанию (фиг. 78}, 
разбиваем ее на треугольные усеченные пирамиды. Затем, 
подобно предыдущему, кашдую усеченную треугольную 
пирамнду разбиваем на три полные треугольные пира- 

Фиг. 178. миды. Тогда, называя площади верхних оснований тре- 
угольных усеченных пирамид через 6 с соответствующим 
индексом, а нижних — через а, найдем вообще: 


-- (В 


Раздеянм числителя и знаменателя второй части равенства (№) на а; получим: 


8, ИБ. . 
ое | (Е 


.... (9 


те ви Н суть расстояния сечений $, м а, от вершины нашей же, но дополнен- 
Ной пирамиды (т.-е. это высоты соответственных полных пирамид). Из уравнения ((#) 


имеем: 
ыы В аи: 


2. | д’ - 
аа, а... ра А 


где В и Я суть площади верхвего и вижнего оснований всей усеченной пирамиды. 


Кроме того, из уравнений (№) н (@) мы вамечаем, что отношение 


коэрдинат центра 


‘тяжести для любой пирамиды будет совершенно такое же, как и для первой усеченной 
треугольной пирамиды. Это оботоятельетво покавывает, что центры тяжести данных 
треугольных пирамид лежат в одной и той же плоскости, параллельной основанию мно- 
тоутольной пирамиды и ототоящей от нижнего. основания на расстоянии д, Кроме 
того, леЁко видеть, что центр тяжести. всей мНогоугольной усеченной пирамиды будет 


.. С :: 
лежать также в этой плоскости. Если в формуле (№) ваменим отношение 7 равным ему, 


|: 
ло уравнению {Н), отношением Я’ "° получим: 


Я _А--38-- 248 
ЗАЗ УЙВ^ 


Юлеюща видим, что фориула, выражающая отиошение расстояний центра тяжести от 
верхнего и нижнего оснований, для многогранной пирамиды такая же, как и для 
трехгранной пирамиды. Этим обстоятельством, а также и тем, что центр тяжести, 
конечно, опять лежит на прямой, соединяющей центры тяжести верхнего и нижнего 
оснований, место его внутри пирамиды определяется вполне. 

$ 34. Нахождение центра тяжести полной трехгранной пирамиды по способу Пуансо. Пусть 
‚дана полная трехеранная пирамида 4860 (фиг. 79). Найдем ее центр тяжести по способу, 
предложенному Пуанео. 

Приложим к каждой из вершин пирамиды’ по 
шарику, весом в’) веса всей пирамиды, -т.-е. 
в 1 `Р, где Р есть вес пирамиды, и найдём 
равнодействующую сил тяжести этих шариков. 
Находим сначала равнодействующую еил, прило- 
женных к основанию, — она равна °/, Р, и пусть 
точка ее приложения есть точка а плоскости 860 — 
центр тяжести треугольника 868. Окладывая силу 
1}, Р, приложенную к точке А, с полученной 
равнодействующей 3/, Р, приложенной к точке а, 
получим равнодействующую веех сил, приложен- 
ных к вершинам пирамиды, при ‘чем точка ее 
приложения будет лежать на прямой Иа. 

Если бы мы сложили сначала силы, прило- 

Фиг. 19. женные к стороне АВВ, то нашли бы, что та же 

равнодействующая имеет точку приложення на 

линии 45, лежащей в той же‘ плоскости АМС, что и Иа. Следовательно, искомая точка 

приложения равнодействующей силы‘ лежит в пересечении прямых Иа и бе. Точка эта, 
на чертеже точка 0, и будет центром тяжести, Найдем теперь ее место. Из пропорции 
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бА:0—1, Р:, Р= 
имеем: 
04 —3 0а. 


Прибавляя к обоим частям этого равенства по ба, получим: 


Аа: 4 0а, 


откуда ` 1 
да == 144 


Мы получили, таким образом, результат тот же, что и раньше, когда определяли 
‘центр тяжести об’ема трехгранной пирамиды другим способом. 

$ 35. Центр тяжести об’ема шарового сеятора. Возьмем шаровой сектор ОАСВ (фиг. 86). 
Очевидно, что центр тяжести сто будет лежать на среднем радиусе 06, так как этот 
радиус является для сектора осью симметрии, и, 
. Следовательно, озтается определить только место его’ 
на этом радиусе. Разобьем площадь сегмента данного 
` сектора на безконечно малые треугольные, равные 
по площадям, элементы, которые в пределе можно 
считать плоскими. Тогда вместо поверхности сегмента 
получим многогранную поверхность с безконечно. 
болышим числом граней $. Соединив все вершины 
этой многогранной поверхности с центром шара д, 
получим бесчисленное множество ппрамнд, имеющих 
равновеликие основания и общую. вершину в центре 
шара 0. Если чиело этих пирамид будет увеличи- 
ваться до безконечности, то в пределе об`ем сектора. 
можно будет рассматривать, как сумму об’емов всех, 
этих пирамид. Центр тяжести каждой пирамиды, как легко видеть, лежит на °/, Л от 
общей вершины, а потому центры Фяжести всех пирамид будут расположены на поверх- 
ности сегмента, радиус которого равен */, А, а вершина находится в точке 0. Таким 
образом, задача нахождения общего центра тяжести сводится к определению центра тя- 
жести поверхности сегмента, равномерно покрытого равными по весу материальными 
точками. Но положение центра тяжести поверхности сегмента нами уже определено, — 
он лежит в середине стрелки сё, и если длину стрелки обозначить через й, то окажется, 
что центр тяжести лежит на среднем радиусе на расстоянии от центра 0, равном: 


Ффвг. 50. 


1 
18—24. 


Величину # легко определить по 00 = Н,-— стоит только обратить внимание на пв- 
добие. треутольников 00 и 0ае. Из подобия их находим, что 


А 00 _+ 04—00 


54—04 3 ба— би 


Заменяя 0А — 00 через `Ы и ба — 04 через й, получим: 


Н:й=4:3, 


откуда 


следовательно: 
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Это п есть формула для онределения центра тяжести об’ема шаровою сектора. 


В частном случае, когда ‹наровой сектор обра- 
мается в полушер, то Н=А, и 


$ 36. Центр тяжести об?ема шарового сегнента. Эта, 
задача решается подобно задаче об отыскании центра 
тяжести кругового сегмента. Очевидно, центр тяжести 
шароного сегмента (фиг. 81) лежит на стрелке сег- 
мента, где-нибудь в точке 6. Назовем расстояние 96 
через 2 и напишем, на основания вепомогательной 
теоремы (8 35), формулу для определения центра тя- 
жести сектора 048: 


где Р—обем сегмента, а М—высота стрелки. Упростим это выражение: 


Но 


значит: 


и потому 


или 


или 


Но 


_ следовательно, 


или 


откуда 


= 


Ут (- И) уз 


2 сока 
=) 178 А? соя? а. 


И=В— Всозе = В(1 — сбхе у 


д-И Кое Под), 
р ГВ Е ав расона 
я. НА — 0056). @ 4 с05в)=Т де Все 


1 1-7 аа 
78 — ом) = 15 -|- - ла? Лео; 


=== 


т. 1 
Найта == * Ве сох" 
= яАайна = Рд--  ла* В еоз\е, 

4 4 

Нята=а; 


. л Ва" Ух-- : ла? Азсоха, 


—_в-— 


Это и есть формула, опредезяющая центр тяжести об’ема шаровою сегмента. 


Вели в нее вместо а подставить 5, где 7 есть длина всей хорды АВ, то получим: 


$ 37. Теорема Гульдена. Гульден дал доказательство двух аналогичных между ©о- 
-бою теорем, дающих возможность ‘легко определить поверхность и об?ем тела, получен - 
ного от вращения плоской фигуры около оси, лежащей в ее плоскости и ее (этой 


Фиг. 82. 


фигуры) не пересекающей. 


Т Теорема. Поверхность, полученная от вращения 
плоской линии около оси, лежащей в плоскости линии в 
не пересекающей ве, равна длине линли, помноженной на 
длину окружности, которую онисываен центр тяжести 
этой линии, 

Положим, что нам дана линия ИВ (фиг. 82), вращаю- 
Щаяся около оси 22’, и требуется определить поверхность, 
описываемую при вращении этой линией. Положим, что центр 
тяжести линии АВ помещается в точке 6 и расстояние : его 
от оби 22’ есть 2. Разбиваем линию АВ, длину которой обо- 
значим через Г, на безкояечно малые элементы 42; тогда 
очевидно, во-первых, что вся поверхность, полученная от 
вращения. линии АВ, равна сумме поверхностей — поясков, 
описанных элементами 41; во-вторых, что поверхность, 
описанная каждым таким элементом АХ, может быть рас- 
сматриваема, как поверхность усеченного конуса; выразится 


`ще каждая такая поверхность произведением окружности среднего сечения на длину 41.. 
Так что, если радиус средняго сечения обозначим через &, то найдем, что поверхность, 
описанная таким элементом, равна 2 лу’. АГ, а вся поверхность ©, описанная линией АВ, 


ранна, 


2.41). 


Вынося 2л, как постоянное, из-под знака суммы У, имеем: 


5: 


я (Е. АГ. 


Замечая, что расстояние дентра тяжести линии АВ от хх’ выражается формулой; 


— 6: — 


где у" плотность, *— расстозние цевтра тяжести каждого элемента от оси и /.—длина 
всей линии, находим: _ 
2.1 == У(16.9). 


Подставляя в выражение 5 вместо У(4Г.1) только что полученное его значе- 
ние, имеем 


22.1, 
что и требовалось доказать. 


П Теорема. Об’ем, полученный он вращения плоской фллуры около оси, лежащей` 
в ее плоскости и пе пересекающей ве, равен площади фуры, помнооженной па окруж- 
ность, отиеанную центром тяжести площади 
фуры. 

Положим, ч10 нам дана плоская фитура А8 
(фиг. 38) с площадью 9 и осью вращения 2х’, и 
требуется определить об?ем полученного тела враще. 
ння,—в данном случае кольца. Разбиваем площадь 
фигуры на безконечное множеетво безконечно малых 
прямоутольников тору, 60 сторонами 4; и 42 и пло- 
щадям 45. По краям фитуры образуются при этом 
незакрытые прямоугольниками бороздки, но в пре- 
деле, при увеличенни числа прямоугольников до без- 
конечности, они исчезнут, так что в пределе об’ем И. 
р всего тела выразитея, как предел сумиы об’емов, 

полученных от вращения всех таких прямоутольни- 

Фиг. 83. ков тирд, Но об’ем каждого такого отдельного коль- 

ца, образованного прямоугольником лиру, равен раз- 

ности об’емов  циоиидров, описанных прямоугольниками а9рбф и атиб. Назовем раесто- 

яние центра Тяжести прямоугольника тлрд от оси вращения 2х’ через 2, а обем тела, 
описанного им, через АТ, тогда 


АЕ. 09%. р — поатй д; 


но 
74. 


еледовательно, мы имеем: 


ат=а(2+ 


[Ре 
лера | .тд 


или 


По 42.45 есть площадь бевконечно малого элемента, которую мы обозначали’. 
- через 48; подставив это обозначение, получим: 


АИ = лх.45, 
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Об’ем же всего тела |’ выразится формулой: 


ях..45) == 21.2(х..15). 


Эпределяя центр тяжести фигуры 48, находим: 


отвуда 


а в таком случае 


Выведем для примера поверхность н об’ем пора, — тиром называется кольно, про- 
исшедшее от вращения круга около ося, лежащей в его плоскости и его не пересе- 
хающей. Поверхность тора, по первой теореме Гулёдена, выразится через 


5 


3хВ. лк = 4л" Вх, 


тде ‚радиус круга и Ё— радиус окружности, описанной центром тяжести круга. Об'ем 
же ‘тора, по второй теореме Гульдена, выразится черев 


Гал Я. р. 


Теория пар. 


$ 38, Равнодействующая и момент пары. Учение о парах сил было выведено фран- 
дузским ученым Пуансо (1777—1859), издавшим в 1803 г. сочинение «ТгаИ6 @ешерйзкге 
.4е але», в котором с удивительной ясиостью и изяществом изложена полиая‘ теория 
пар. Эта теория дала впоследствии (1834 г.} возможность Пуансо ясно и просто решить 
геометрически вопрос об обстоятельствах вращательного движения твердых тел, который 
аналитически был решен гораздо раньше (1765 г.) Эйлером. . 


Парою снл называются 0ве равные и параллельные силы, направлениые в про- 
эннвоположные стороны, 

Так как за точву приложения каждой из сил, со- 
ставляющих пару, можно принять какую угодно точку, 
лежащую на направлении сишы, то две точки приложе- 
ния, А и 8, (фит. 84) обыкновенно берут так, чтобы со- 
. . еднняющая их прямзя Ав бына перпендикулярна к на- 

Фиг. 84. правлению сил, Длину перпеидикухяра Иё называют зме- 

чом пары. Плоскость, в которой находится пара, называ- 

ется плоскостью действия пары. Дия краткости пару обыкновенно обозначают или 
символом (Р, Р’), иши же (РР), как это делал Пуанео. 

Моменлом пары сил относительно таной-либо точки ее плоскости навываетея 
произведение казой-либо из сил, составаяющия: пару, на плечо пары, так что момент М 


— в 


пары (Р, Р’') выражается через Р.(, где @=ИВ есть плечо пары. Момент пары может 
быть положителен или отрицателен, смотря по тому, в какую сторону пара стремнтся 
вращать свое плечо. Если она стремится вращать его по направлению движения 
Чаеовой стрелки, то момент положителен; если в обратном направлении, то 
отрицателен, 

. Воли мы соединим точку В с Р, то нетрудно видеть, что момент пары равен 
двойной площади треугольника АВР, т.-е. треугольника, имеющего своей вернтиной 
точку приложения одной сплы, а основанием другую`силу. 

Обратимся теперь к геометрическому представлению _момента пары. Положим, что 
пара находится где-нибудь в пространстве; для получения вектора, изобравающего мо- 
мент пары (Р, 1”), услоннлись восставлять к плоскости пары ‚перпендикуляр, называе- 
мый осью пары, и откладывать на нем в каких-нибудь единицах абсолютную вели- 
чину момента 1/ пары (как известно, 14 — Ра). При этом поступают так: берут цло- 
скость пары, проводят ось ес обыкновенно через середину нлеча и на этой оси 
откладывают величину момента, но в такую сторону от плобкости, чтобы наблюдатель, 
смотря с конца вектора на 
ь, ° основание оси, видел пару вра- 
: . ` шающейся по `направле- 


солнца. Поэтому. на первом 
чертеже (фиг. 85) момент надо 
отложить на оси над плёско- 
стью, а на втором — под плос- 
костью. Итак, за момент пары 
принимают вектор, представля- 
ющий абсолютную величину 
Фиг. 85. пары, т..е. 7,-=Р.а, отловен- 
ный на оси пары, и, при том, 

в известном, для каждото данного случая определенном, направлении, 

Пары не могут быть заменены одной силой, Это свойство их может быть доказано 
вполне строго, п существует несколько доказательств этого предложения, из которых 
‚мы рассмотрим два, ниже приводимых. 

Между прочим, наглядным примером того, что пара’ не имеет равнодействующей, 
может слувить сле- 
дующее наблюдение: 

Положим, что мы 
имеем стол А (фиг. 

. 86). Приложим в точ- 
ках Си 2 его рав- 
ные силы Го", на- 

|] правленные по парал- 
лельным ребрам стола 

Еб и 80, но в прямо- 

противоположные сто- 

Фиг, 55. рюны_Еели теперь по- 

ставить стол на глад- 

жую поверхность, то на столе невозможно найти ни одной точки, прилагая к которой 
любую горизонтальную силу ТР (например, силу действия руки) мы могли бы уравно- 


-— р нию видимого движения‘ 
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весить действия двух наших сил Ги [', — как бы. ни была велика приложенная нами 
`сила Е, стол будет вращаться‘ под действием сил { и {’ попрежнему. 


Теорема. Лара не имеет’ равнодейетвующей. 
Доказательство 1. Предположим, что силы Ри Р' (фиг. 87) не равны между со- 
бою, и пусть Р’>1»; тогда, слагая их, получим некоторую равнодействующую В, равную 
Р’—Р, ‘точка приложения которой определяется из пропорций: 


р 


Н:Р=4 


е тде ‹ обозначает расстояние 86 точки приложения равнодей- 
ствующей от точки прильжения силы 1”. Из этой пропорции 


получаем; 
р.4_ Р.4 


в рер 


ш= 


Половим теперь, что силы ["” и Р стремятся к равен- 
ству; тогда в пределе: 


П=Р- 


|” 


р.4 
":— 
Фиг. 57. ' ы 


ЗФаким образом, мы видим, что когда силы Ри Р” обращаются в пару, то точка 
призожения ‘равнодействующей удаляется в безконечность, а следовательно, пара равно- 
действующей не имеет. 


Доказательство’ П. Положим, имеем пару (Р, Р') (фаг. 88) и допустим, что она 
имеет равнодействующую Й, лежащую в плоскости пары. Еели возьмем эту равнодей- 
ствующую в прямопротивоположную сторону, то, на основании начал статики, получим 


Е 


а 


----------э 


Фиг. 88. Фиг. 59. 


уравновешивающую А’. Эта сила или будет пересекать направление сил пары (фиг. 88) 
или же будет ему параллельна (фиг. 89). В том и в другом случае силу А’ можно ело- 
жить © одной из сил пары, например, с Р’. Получим таким образом равнодействующую 
сил А’ и Р',—силу №. Эта сила Е не’будет уничтожать другой силы пары Р, так как, 
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в случае пересечения силы А’ с Р’, сила Е должна также пересечь направление силы Р 
если же Е' параллельна первой силе пары Р’, то Ё не равна второй силе пары Р (для 
уничтожения же силы Р сила Е должна быть ей ранна и прямопротивополонко напра- 
влена). Далее, слагая № со вто- 
рой силой пары, мы получим 
некоторую общую равнодейству- 
ющую силу Е, действующую на 
тело и иичем не уравновешива- 
емую, а в таком случае суще- 
ствование этой равнодейству- 
ющей исключает возможность 
существования равновесия, Сле- 
довательно, пара равнодейству- 
ющей не имеет. 

Если теперь допустим, что 
равнодействующая В лежит не 
в плоскоети пары, а где-либо 
в пространстве (фиг. 90) то, 
сделав две точки этой системы 
(одну,—бна уравновенгивающей 
В’, друтую-—В, на одной из сих 

: * пары) неподвижными, увидим, 
что две силы, В’ и Р', проходящие через эту неподвижную ось хбСВ»х’, будут уничто- 
жаться, а третья сила [ всегда будет вращать это тело около оси хСВх', чего в случае 
существования равнодействующей быть не должно и не может. Таким образом, пара 
не имеет уравновешиваюшщей, а следовательно, не имеет и раннодействующей. 

Теорема. Сумма моментов сил, составляющих пару, относительно всяко центра 
моментов ‘равняется моменту пары, 

Положим, имеем пару (Р, Р’) (фиг. 91), действующую на точки 4 и В, и центр 
моментов 0. Если из центра моментов 0 проведем перпендикуляр к направлению сил 
‚пары (пересечение будет, положим, в точках 
А' м В') и обозначим расстояние 08’ через $ и 
ОА’ через а, то, взяв моменты сил Ри Р’от- 
ковительно центра @, получим: 


т(Р)=Р.а, 
т (Р')=—Р.5; 


Фиг. 90. 


следовательно, 


т(Р)--т(Р)=Р.а—Р.Ь Р®—а) 
=-—Р.а4. 


Зкав момекта сил получился «здесь отри- 
цательный потому, что пара (Р, `Р° производит врашение против чаеовой стрелки. 


Теорема. Проекция люмента пары па хакую- - 460 ось ‘равилетея побраичской 
сумме молентов сил, составляющих пару, относительно пой же осн. 
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Положим, что дана расположенная как-нибудь в пространстве’ пара сил (Р, Р') 
(фиг. 93) и некоторая ось моментов 02. Проведем какую-нибудь плоскость М, перпенди- 
кулярную к этой оси 02. Тедерь строим момент данной пары, для чего ‘определяем 

двойную площадь треугольника ИВС 
> ” и полученную величину в каких- 
нибудь единицах откладываем на пер- 
пендикуляре к плоскости пары (Р, Р'), 
воестановленном из середины 6 пле- 
ча АВ. Пусть этот момент изобразится 
вектором 6/, — назовем его через 97. 
Обовначив ‘угол вектора 62 © осью 
02 через у, получим, что проекция 
момента 2 на ось 0х выразится че- 
рев 2и. 057, и нам нужно доказать, 
что эта проекция момента эй, т,-е. 
зп, с057, равняется моменту силы Р, 
взятому относительно оси 02, плюс 
момент силы Р’, взятый относитель- 
но той же оси. Чтобы найти эти мо- 
менты, спроектируем еилы Рп Р' 
на плоскость М и обовначим через р 
проекцию силы Р, а через р’— про- 
екцию силы Р’; тогда эти моменты 
выравятся тав: 


“т, (Ру=— р. 0, 
т, (Р) = р’. бр. 01. 
Складывая эти выражения, получим: ` В 
т, в) +”, {Р) = р (0—0) =?. в. 


Но р-еЁ ебть двойная площадь ‘треугольника. абс, который, вообще говоря, не прямо- 


утолен; таким образом: 
т, (Р)-- т. (Р)=2 пло. Л абв. 


'Но площадь треугольника або равияется площади треугольника 486, помноженной 
на косинус угла между плоскостью пары и плоскостью №, а этот угол равен углу между 
перпендикулярами к этим плоскостям, т.-е. налнему углу у; кроме того, двойная площадь 
треугольника АВС равна т, а нотому 


т, (Р)- зп, (Р*) = - 087, 
что и требовалось доказать. 
Еели бы ось 0х была, перпендикулярна к плоскости пары, то мы имели бы с05у =1 


Е зи, (Р)-+ т, (Р') = т, 


что дало бы нам вышеуказанную теорему о сумме моментов сил пары относительно 
‹цеитрг, лежащего в плоскости пары (етр. 75). 
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$ 39. Энвивалентность пар, Две пары, производящие одинаковое действие, называются 
эквивалентными. 


Теорема Г, Пару снл, не изменяя ве действия на тело, можно перемениить па. 
раллельно самой себе. 

Для доказательства возьмем пря- 
мую А'В’ (фиг. 93), равную и парал- 
лельную плечу 48 данной пары, и 
приложим в точках А’и В’ ея по две 
взаимоуравновешенных силы Р” и 
р", РГ и Р", которые равны и па- 
раллельны силам Ри Р’. Ясно, что 
от прибавления этих четырех сил в 
в действии данной пары никакого 
изменения не произойдет. Построим 
на плечах 48 и 4'В’ параллелограм 
и проведем диагонали его АВ’ и #'В. 
Складывая силы Р'иР", получаем 
их равнодействующую (Р’--Р“), 
равную ЗР и приложенную к точке 8 
пересечения диагоналей’ А'В и 48’. 
Потом, складывая силы Ри РМ, по- 

фиг, 98. . лучаем опять равнодействующую, 

равную 2Р, приложенную в той же 

точке 0, но направленную в противоположную сторону. Таким образом, получим две рав- 

ные силы, действующие на одну точку и направленные в противоположные стороны; 

очевидно, что эти силы взанмно уничто- 

жаются, и от всей системы сил остаются 

две силы, Р" и РУ, составляющие пару 

{Р", Р7), равную паре (Р, Р’), во пере- 

весенную в ‘другое место, параллельно са- 
мой себе. 


Теорема, П: Нару сил, не изменяя 
ве действия, момено повернуть в ее плос- 
коети около ллобой почки плоскоение, 
Пусть дана пара (Р, Р’) (фиг. 94) в 
плечом 48 — 4, которую желают поместить 
так, чтобы плечо АВ заняло положение 28. 
Прилагаем к точкам би 6 силы Р,, Р,, 
Р,, равные Р и направленные, как 
‘указано на чертеже. Так как эти силы 
попарно взанмно уничтожаются, то при- 
бавление их действия’ пары (Р, Р’) ве 
изменит, Продолжаем направление сил 
Р, Р'ирР,, Р, до пересечения их между 
Фот, 94. собою. Получим параллелотрамм ЕЁНб, ко- 
торый будет ромбом, потому что ЛЕМ 
А ЕШб, — оба имеют равные налеты: Е! == ЕМ=@, и равные углы: //ЕЁН= ДЕБИ. 
. 5* 
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Следовательно: 
Е0 — БЕ би РН, 


и фитура ЕРНб есть ромб. Переносим хеперь точки приложения сил Р’и Р, в точку И; 
и точки приложения сил Ри, в точку Е Складывея перенесенные силы, получим 
равнодействующие Ви А, которые будут, прежде всего, равны и параллельны, ибо 
получились от сложения равных и параллельных сил. Кроме того, как это легко видеть, 
направления сил В и В’ будут делить углы при поршивах. Ен ромба пополам, потому 
что они получаются от сложения равных сил Р, Р; и Р'’Р,; а так как диагональ ромба, 
делит угльг при его вершинал пополам, хо силы В и.А' как делящие углы Е и И по- 
полам, будут направлены по диагонали ЕН и, значит, ввзиино уничтожаются. У нас 
остались, хавим образом, силы Р; и Рь, которые составляют пару (Р,, Р.), эквивалентную. 
данной паре (Р, Р'), что и требовалось доказать. 


Теорема Ш. Пару, не изменяя ес действия, молено заменить друюй парой в дру- 


зим плечом и друшими силами, но с тем ие моментом. ` 
Вовъием пару (Р, Р') (фиг. 95) и изме- 
Р ним ее так, чтобы ова состояла из сил @, 


меньших Р. Разлагаем силу Р'’на две силы; 
одну ©, а другую (Р'— ©), при чем силу 
{Р’— @) прикладываем к точке А. При эхом 
разложении будет иметь место пропорция: 


И ще 
НО ` @-Р-@_РВ 
- +0 48—86 46° 


Силы Ри (Р'— 0), действующие на. 
одну точку А, складываем и находим равно- 
Р действующую, равную: 


«Фиг, 95. . Р—(Р'-0-Р-—Р'4+9=9=0' 


У нас получится сила ©’, направлениая к верху. Значит, вместо ‘прежней пары (Р, Р’ 
останется теперь` новая пара (4, ®. Если обратимся к предыдущей пропорции, то уви-. 
Дим, что 


Р’. 48-0. 46; 


но Р’. АВ есть момент пары (Р, Р’), а @-46 есть мёыент пары (9, 0”). Таким образом. 
`мы изменили величину плеча и сил, но моменты пар оставили теми же, и действие парьи 


от этого не изменилось. ., 


Теорема 1\. Дзе нары эквивалентны, если моменты из’лвометрически `равны, па- 
‘раллельны и направлены в одну сторону. 

Так как моменты лар, по условию, параллельны, то плоскости пар также должны 
быть параллельны, Положим, таким образом, что в параллельных плоскостях И и # (фиг. 96), 
находятея две пары (Р, Р’') в плечом АВ и (©, ©’) с плечом. 60. Так как моменты этих. 


пар по условию равны, то . . 
Р.48-—0. 68. 


Поворачиваем пару (©, 0') около точки 8, лежащей на плече СВ, так, чтобы 6’2’,—но-- 
вое положение плеча 00, сденалось. параллельным АБ. Полученную пару (@", 9") изменим 
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так, чтобы плечо новой пары бышо равно плечу АВ, но момеит пары при этом не изме- 
нилея бы, Сделав это, получим иовую пару (№, 2 с плечои ЕР АВ. Так как мо- 
менты пар (В, А’) и (Р, Р') равны, 10 В. ЕЕ= 
—Р.4В, откуда Р=В; следовачельно, пара 
(В, Е) равна и параллешьна паре (Р, Р’). На 
основании первой теоремы об’ эквивалентнооти 
пар, пару (В. А’) мы можем теперь перенести в 
положение (Р, Р’), в котором эквивалентность пар’ 
(В, В’) и (Р, Р') очевидна, & следовательно, пары 
(Р, Р) и (©, ©’) таке эквивалентны. 

Из изложенных теорем следует, что действие 
пары вполне тарантеризуетеоя ве моменилоль. 

8 40. Слонение пар. Оложнть несколько пар 
значит замеиить их одною равнодействующей па- 
рой, а разложить пару ‘значит одну пару заме- 
пить несколькими парами, производящими то же 
самое действие. 

Рассмотрим сначала простейший случай, когда плоскости пар параллельны. 
сли плоскобти пар параллельны, то все пары можно перенести в одну плоскость (иа 
основании первой теоремы об эквивалентиости нар). Положим, что. плоскость, в которую 
переносим все пары, будет плоскостью черзежа. Далее, все пары можно изменить так, 
ято вее они будут иметь одно плечо. 

Положим, что изм даны три некоторых пары, которые, после изменения их, обра- 
чтились в пары (Р, Р’), (9, ©’) и (5, 8), имеющие общее плечо АВ (фиг. 97). Оложим 
силы, дейгг' У» ° с на точку А; получаем равнодействую- 
щую Л, равную Р-- 9 — 8. Складывая точно так же силы, 
действующие на точку В, получим равнодействующую Д’, 
равную Р’-- @'— 5". Очевидно, что А = А’, и потому мы 
получаем пару (В, В’), которая и будет равиодействующей 
парой. Определим ее момент. Он будет равен А.4, где 4 
есть плечо пары АВ. Имеем: 


т(В, -В.4—(Р--0—9.48=Р.4-- 9.95.4 
—=т(Р, Р)-|-т (9, 9)—т (5, 5). 


$’ Это покавывает, что момент равнодействующей пары рав- 
ияется алгебраической сумме моментов слагаемых пар; 
отсюда: 


Фиг. 97. 


Тебрема. Несколько пар, лежаиикг в параллельных плобностят, мозюно заменить 
одной парой, - момент которой равен аллебраичиеской сумме моментов этих пар. 

Слова «алгебраической сумме» показывают, что моменты надо брать с соответству- 
зщими зиаками. 

Чтобы ‘представить пример на сложение пар, когда плоскостн их параллельны или 
когда пары иаходятся в одной плоскости, решим следующую задачу (фиг. 98). Даны 
пары: плечо первой =? и, а сила—5 #0; плечо второй пары =4 т, а сила=? #9; 
алечо третьей —8 т, а сила=8 #0;. у четвертой плечо 5 т, сила =20 #9; при том 
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первая, вторая и третья пары. вращают ‘тело. по направлению, обратному часовой 
стрелке, а четвертая — по часовой стрелке. Определить равнодействующую пару. 

Иа основании предыдущей теоремы имеем: момент равнодействующей пары равен 
злгебраичебкой сумие моментов слагаемых пар; так что, принимая во внимание, что 
моменты первых трех пар отрицателёны, мож- 
ио иаписать: ° 


т(В)=— (5.2) —(2.4)—(3.3)-- 
4 (20.5) =—97-|- 100 —73 пут. 


Самую же пару (В, А’) можно представить. 
вебе составленной как угодно разнообразно: 
можно положить плечо равным, например, 19%, 
& силу=73 #0, или так: плечо —4 и, в си- 
лу = 18.25 #9, ит. д. 

Итак, момент пары определяетея двумя 
` факторами: длиной плеча и величниой силы, на 
- этом плече действующей, так что моменты пар 

Фиг. 98, приходится измерять особыми сложными еди- 

` ницами, соетавляемыми из тех или других еди- 

нип длины и веса. Таким образом, если силы выражены в #9, а плечи — в #7, то мо- 
менты будут выражены в #0 — килограммометрах. Подобно этому, встречаются пудо- 
футы и др, Понятно, что численно один и тот же момент может выразиться различно, 

в зависимости от того, какие единицы длины и веса выбраны нами. 

` Сложение пар для случая, когда плоскости пар пересекаются. Еели пло; 
скости пар пересекаются, то для сложения пар их изменяют так, чтобы плечи их были 

‹ равны и совпали бы между собою на линии пересечения плоскостей. После такого изие- 
нения данных пар их можно представить, как, указано на фиг. 99. Здесь № есть пло- 
скость пары (Р,Р'), и И— шо. ^ 
скость пары (9, 9%, а АВ есть. 
общее плече обоих пар, Мы ви’ 
дим, что в точке А действуют силы 
Ри, вв В`смы Р’и 0. 
Складывая ‘эти две пары сил, по- 
лучим две равнодействующие Ви 

. ’, которые будут равны, парал- 
лельны и прямопротивоположны,, 
так как произошли от сложения 
равных и прямопротивоположных 
сил. Это показывает, что резуль- 
татом сложения двух данных пар 

‚ явишаеь третья новая пара (2, В’). 
Фиг. 99. Посмотрим, какая связь су- 

ществует между моментом этой но- 

вой равнодействующей пары (Е, В’) и моментами составляющих пар (Р, Р’) и (©, 9*). 
Построим для этого моменты всех этих пар. Момент пары (Р, Р') получится, когда мы 
в произвольной точке 0 плеча АВ восотавим периондикуляр Е плоскости пары № и отло- 
им иа нем в некоторых единицах момент пары (Р, Р’), т.-е. Р. АВ, — иначе Р.4, где 


фл — 


через & обозналено АВ: Сдейав это, получим вектор 90, равный Р. 4. Моменты пар (©, 9) 
и (В, В) выразятся векторами 


т (9, 99—08 — 0. 4В— 0. а,- 
т(В, В) -0Е— В.В В. а, 


Соединии точку Е с би В и докажем, что четыреутольнйк ОСЕР есть параллелогразюок, 
Прежде всего замечаем, что в яреутольниках 200 и ВАР утлы Е00 и ВАР между 
вобою равны, как линейные углы одного и того же двугранного угла, образованного 
плоскостью М и плоскостью пары (№, В') (угол НИР будет линейным потому, что напра- 
вления сил Ри В. перпендикулярны к линии пересечения плоскостей АВ). Кроме того, 


М е—Ия о (В.Р: Е-- АР: АВ, 


`Оледовательно, треугольники Е0В и ВАР вмеют по равному углу, заключенному между 
пропорциональными сторонами, Такие треугольники, как зто известно из геометрии, 
подобны. 

бовершенно тадими же рассуждениями можно установить. далее подобие треуголь: 
ников Е06 и Абв. 

Ив геометрии мзвестно, что два четыреутольника, составленные . из подобных тре- 
утольников, подобны, и потому. четыреугольник ОСЕЙ подобен четыреутольнику АЙАР, & 
так как А@ЯР-параллелограм, то -и четыреугольник 0СЕВ также параллелограм, & звек-. 
тор 0Е будет.в нем днагонзлью. 

Таким образом, мы доказали, что момейи равподействующей тары выразюлется 
диаональю параллелорамма, построенною на моментах. симаемых пар. - 

В. частном случае, когда плоскости пар параллельны, диагональ равна сумме или 
равности моментов слагаемых пар. Нели имеем несколько пар, плоскости которых пере- 
векаются, и желаем их сложить, то сначала складываем первые две пары, полученную 
равнодействующую пару еклалываем с третьей парой ит. д., и, наконец, получим общую 
равнодействующую, момент которой будет замыкающей стороной многоугольника, осталь- 
ные стороны которого равны и параллельны моментам слагаемых пар. Если имеем три 
пары, то сложение их моментов может производиться по правилу параллелелипеда. 

Вее скавадное 0 разложении одной силы на несколько сил, относится и к разложе- 
нию одного момента пары на ‘несколько. Например, имеем пару с моментом 0% (фиг. 100). 
Построив параллелелипед на оеях координат, в 
котором 0 была бы диагональю; увидны;, ‘что 
пара, момент которой есть 0/, разложится на три 
пары с моментами 0Ё,, 0Ё, и 0,. Понятно, что в 
прямоугольных координатах пара, момент которой 
есть 0Ё„, лежит в плоскости у2; пара, момент ко- 
Торой ‘веть 0Ё,, лежит в плоекости 2х; и, нако- 
неп; пара с моментом 0Ё, лежит в плоекоети ху. 

$ 41. Общия теоремы о сложении сил. Эти теоре- 
мы мы изложим, основываясь на следующей иемме: 

„Не меняя ничею в отношений данного тела 
о в брушл, во опружюмощим, точку тприлодюения, 

Фиг. 100, силы, действующей па данное тело, молюно пе- 
фенести во всяное друшюе место тела, прибивляя 
мииь при этом к телу еще неноторую пару. 
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. Положим, что на тело действует некоторая сила Р (фиг. 101), приложениая к точке А. 

Требуется, не меняя ничего в отношении данного тела к другим; его окружающим, пере- 
нести эту силу таким образом, чтобы ‘точка при- 
ложения ее овазалась в В, Привиздываем в 
точке Я две, силы, Р’и Р", равные и парзл- 
лельные силе Ри направленные в прямопротиво- 
положные стороны. Тогда увидим, что силы 
Ри" составят пару Р,Р", и, кроме нее, на 
зело будет действовать еще сила Р’, равная 
прежней силе Р. 

Итак, точку приложения силы Р можно 
перенести в любую другую точку В, присоеди- 
няя еще пару, момент которой равен, двойной 
\ › площади треугольника АВР, т.е. треугольника, 

\ 2" имеющего вершину в новой точке приложения 
силы, а основанием — самую силу Р,—и тело 

Фит, 101. * . после этого переноса будет вести себя совер- 
шеняо так ше, как оно вело себя до переноса. 


АР 
.\ 


Теорема. Т. Беякую вистему сил можено заменить одной силой, проодлией через 
данную точку приложения, и одной парой. 

Положим, что мы имеем в пространстве несколько сил: Р, © и 9, точки приложе- 
‚ ния которых пусть лежат в А, В и С (фиг. 107). Возьмем произвольную точку @, пере- 
несем в нее все силы (на основании предыдущей леммы) и сложим все эти вилы 
по правилу многоугольника; получим равнодействующую А. Бо при перенесении 
силы Р в’ точку 0, мы должны прибавить пару (Р, Р’); вектор, ивображающий 
момент ея [, получим, воеставив перпенди- 
куляр в произвольной точке плоскоети '4Ро 
и отложив на нем длину, пропорциональную 
площади треугольника А0Р, так, чтобы наблю- 
датедь, смотрящий с вонца полученного вев- 
тора на его основание, видел пару врашающе- 
юся по солнцу, Таким же образом получии 
векторы, изображающие моменты 1, ий пар, 
которые получаютея от перенесения сил Фи 5 
в точку 0. "Слагая.эти векторы, получим век- 
лор, дающий момент Г, равнодействующей пары, 
Проведя плоекость, перпендикулярную к этому 
вектору №, получим возможность построить в 
Фвг. 108. этой плоскости самую равнодействующую пару. 
Таким образом, оказывается, что всякую систе- 

му сил можно заменить одиой силой, приложенной в данной точке, и одиой парой, 


Теорема П. Бсякую систему сил можно заменить двумя силами, из _ поторых 
одна имеет данную точеу приложения и данное направление. 

Положим, что мы желаем заменять данную систему сил двумя силами, из которых 
одна имеет точку прилекения 0 (фиг. 103) и направление 0х. Заменяем всю систему 
вил силою И, проходящею через данную точку 0 и парой (Р, Р'), плоскость которой № 
можио принять проходящею через ту же точку. Проводим через направления Ди 0х 
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плоскоеть, которая пересечет плоскость А, положим, по линии уу, Повертывая пару .(Р; Р”} 
* в плоскости Х так, чтобы сила Р приняла направиение 0у, получим пару (©, ©’). Затем, 
проведя из А линию АЯ парал- 
лельно бу и далее, ВС парал- 
лельио 0, получим на бу отре- 
зок 06. Наконец, изменяем пару 
{9, 9’) так, чтобы сила @ пе- 
ременилась в @”; тогда получин 
новую пару (@”, 9"). Теперь 
мы получили, что на точку 0 
действуют силы Ви О". Свла- 
дывая их и помня, что фигура 
ОЛВ@ есть параллелограм, полу- 
чим равнодействующую 5” и, 
Чат, 108, кроме того, у’нас остается @ще 
, сеила О”. Таким образом, всю 
систему сил мы заменили двумя силами, из воторых одна, ©, имеет данное направление 
и даиную точку приложения. 
Доказаиное справедливо для каной угодно системы сил, 


Теорема Ш. Всякую систему сил моно заменить силой и парой, момент кото- 
рой направлен по силе; при этом момент пары будет иметь наименьшую вемишицу. 

Положим, что на осиовании предыдущих теорем мы привели всю данную систему 
к одной силе Л {фиг. 104), проходящей через точку А, и к паре, момент которой изо- 
бражаетея вектором Г. = АМ. Разла- 
таем этот. вектор на два’ так, чтобы . 
один из них, АК, был направлен по 
иле А, & другой, АМ, - перпенди-. 
кулярио к силе В. Поворачиваем 
теперь пару © моментом ДМ. так, что- 
бы одна из сил этой пары имела на- 
правление, прямопротивоположное Ж. 
Изменив затем плечо получениой 
пары так, чтобы силы, составляю- 
щие эту пару, были равны А, полу- 
чим новую пару (В, А") с плечом 
АВ. Равные силы Я и В', действую- 
щие иа точку А в прямопротивопо- 
ложные стороны, уничтожаюлся, и у 
нас остается сила В”, равная А, и 

Фиг, 104. пара, момент которой, АК, можно пе- 

- `ренести в Я"В; точку же приложения 

силы Е” можно переносить в любое место оси 22, — она называется осью данной е и- 

стемы сил. Таким образом, первая часть теоремы о ‘замене системы силою и па- 
рою, момент которой иаправлен по силе, доказана. 

Теперь докажем, что полученная таким образом пара будет иметь наименьший 
момент. Полоним, что вся система сил приведена к одной силе И” (фиг, 105) и к паре, 
момент которой, равный `ВК',. направлен по этой же силе И". Неренесем точку при- 
ложения силы В" из В в 4, руководствуясь Йри этом ранее изложенными правилами. 
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Получим тогда силу В и пару (Я', А"), при чем все эти силы будут лежать ‘в одной 
плоскости $; вектор, изображающий момент пары (В’, В"), пуеть будет. АМ, при чем 
он будет перпендикулярен к плоскоети $. Но, кроме этого ‘вектора АМ, у нас есть еше 
вектор ВК, дающий собою момент заданной уже нам пары. Так как выбор точки, на 
которой имеет быть восставлен век- 
тор, всецело зависнт от нас, то.мы 
и выбираем для этого вектора ВК’ 
новое основание, - точку А. И тогда 
.в точке А окажутся сошедшимися 
два вектора, АМ и АК, Скхадывая их 
геометрически, по правилу паралле- 
лограмма, получим вектор АМ новой, 
равнодействующей пары. Но ив. тре- 
угольника АМК имеем АМ`>ИК (типо- 
тенуза больше катета). Повтому эта 

` новая равнодействующая пара имеет 
момеит больше первого, и это будет 
иметь место для всякой точки А. ; 
Итак, пара, момент которой на- 
правлен ‘по силе, будет иметь на- 
именьший момент. Теорема эта 
Фиг. 105. ` принадлежит французскому ученому 

Пуанео. \ 

Выщерриведениые теоремы дают возможность установить признак существо- 
вания равнодействующей силы, завлючающайся в следующем: , 

Дая тото, чтобы система, сил имела равнодействующую, необтодимо и достаточно, 
чтобы, по приведении всей этой системьь к силе и паре, 
мы получили силу, лебащую в плоскости пары или ей 
параллельную, иначе, чтобы вектор, изобраеснощий мо- 
мент пары, + сила были взелиино перпендикулярны. 

Обнаружим сначала необходимость этого признака, 
т.-е., что при’ существовании равнодействующей необхо- 
дино должен существовать и этот признак. Положим, что 
система сил имеет равнодействующую А (фиг. 106), про- 
ходящую через точку А и ‘лежащую в плоскости чертежа, 
Перенесём‘ эту силу А в произвольную точку той же 
плоскости 8. Тогда получим силу Е’, равную и параллеле- 
ную силе Я и лару (В, В"), при чем вся эта система 
сил лежит в одной и той же плоскости. Но пару (В, А"), 
не изменяя ее момента, можно заменить шобой другой 
парой (©, @’); плоскость которой будет параллельна пио- 
скости чертежа, что в свою очередь приводит в ваклю- 
чению, что полученная система сил удовтетворлет дан- 
- ному признаку. - . 

Фиг. 106. Докашем теперь достаточноеть признака, т.е.) что 

при существовании его равнодействующая будет .сущест- 

вовать всегда, Пусть вся система сии привелась к силе А (фиг. 107) и к паре (Р, Р”), 
плоскость № которой проходит через силу А. (Если бы плоскость пары была парал- 
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нельна силе, то ев можно было бы. перенести так, чтобы она проходила через силу В). 
Изменяем плечо пары (Р, Р’), так чтобы силы ве стали равны Ё, Получим, таким 0б- 

: разом, нару (В', А"), затем, соответетвенно- 
ее поворачиван, помеетим ее так, чтобы сила 
А’ прошла через точку И и направилась в 
сторону, обратную силе А. Тогда силы В и 
В’, как равные и взаимнопротивоположные, 
уничтожаются и у нас остается только одна. 
сила В", равная и параллельная прежней, 
,—она и будет равнодействующей. Следо- 
вательно, предложение доказано. 

Выразим, наконец, в аналитической фор- 
ме условие существования равнодействую- 
щей. Известно, что условие это есть перпен- 
дикулярновль Ви Г (фиг. 108}, т.-а. коси- 

Фиг. 107. нус угла между В и Г, должен равияться 
. нулю. Выразится это уравнением; 


608. (В, Г)=0. 


Зашевая © 05 (1, Г) черев восинусы углов направлений Я и Г, е осями координат, получим: 


сз (В, Г) =: 
ВТ 


Но по свойствам вопроса В и Г, конечны; следова- 
тельно, условие сводится к уравнению: у 


, В.Т.-В, Г.В. о, 


или носле нодстановой: 


Фот. 108; 5Х.5 47—27) 157.5 &Х—0)-- 
+ 22.5 @ ухо. 


Это и веть признак существования равнодействующей силы, Легко заметнть, что этот” 
признак выполняется и тогда, когда 


5—0, х 0, >57=0, 


т.-е. когда вся система сил приводитея к одной равнодействующей паре. Таким обра- 
зом, написанное равенство предоставляет одновременно и признак существования равно- 
действующей силы, и признак существования равнодействующей лары, что и следовало 
ожидать, так как. елучай пары предетавляет нам случай безконечно малой силы, без 
конечно удаленной. 


‚0 равновесии. 


8 42. ловля равновесия свободного тела, когда силы лежат в одной плоекоста. ГПрииом 
за плоскость енд плоскость ду (фиг. 109). Положим, что даны силы Р, Р;, Р,,... 
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очки их приножения А, В, 6,..... .. Спрашивается, в каком случае свободное тело, 


ва которое действуют эти силы, будет в равновееии, 


На основании теорем об эквива- 
лентности сил вею систему заменяем 
одной силой, проходящей через точ- 
ку 0, и падой. Неренося для этого 
все силы в точку 0 и прибавляя с0- 
ответотвующие пары, получим ряд 
сит Р'’, Р’,Р.,.....иряд пар(Р, "), 
(Р,Р",), (ВБ, Р",),...Складывая все 


в 


проекций всех сил 


Потом складываем 
‚равен 1{, при чем; 


х силы по правилу многоугольника, по- 
лучим равнодействующую силу Д. 
Сложив ватем азтебраически моменты 
всех данных пар, получим момент № 
равнодействующей пары. Но равно- 

= действующая сил, лежащих в одной 

Фиг. 109, плоскости, равна, ках известно, кор- 

ню квадралному из суммы квадратов 

на 06ь 0х плюс сумма квадратов всех сил на ось бу, т,-е. 


В=УСа, Р-р, Р)*. 


все пары. Тогда получим равнодействующую пару, момент которо 


М=т(Р, Рф тр, Р)акР, РУ)... 


Но момент пары (Р, Р") равен двойной площади треугольников `400, значит, он равен 
моменту силы Р относительно центра моментов 0, т.-е. 


т(Р, Р) = т(В). 


“Также точно находим, что 


«следовательно; 


жороче: 


т(Р,, Р)=т(Р,); тр, Р",) =т(Р,);...^.; 
М=т(Р) фт (р) +т(Р,) +..-; 


М-=хт(р.. 


“Таким образом, все силы приводятся в одной равнодействующей силе 


В=УСаь. Р-р, Р 


и к одной равнодействующей паре, момент которой есть: 


М= т (Р). 


Так как сила никогда не может уравновесить пары (ибо в противном случае вылло 
бы, что пара, имея уравноветивающую, имеет и равнодействующую, чего быть не 


— 77 — 


может), то необходимо, чтобы при равновесии сила и пара уничтожались 
каждая отдельно. Но сила только тотда не производит никакого действия на ево- 
бодное тело, когда она равна нулю. Что касается пары, то она может уничтожаться: 
тогда, когда нли плечо ее равно нулю, или котда составляющие ее силы равны нулю. 
Ноивтом и в другом елучае очевидно, что момент пары должен быть равен нулю. 
Таким образом, для равновесия необходимо, чтобы были удовлетворены условия: 


Е=УСтр. Ре р, РУО. еек (@& 
Хт(Р) =. еее (6) 


Но условие (а) требует, чтобы сумма квадратов двух действительных количеств была, 
равна нулю, а зто требование может быть удовлетворено только тогда, когда каждое- 
из количеств, возводимых в квадрат, есть нуль, т.-е., когда имеем; 


- Хр, Р=0, р, Р=0, 


Условие ($) может быть оставлено в том же виде. 

Итак, для равновесия свободного тела, находящегося под действием ‘сил, 
лежащих в одной плоскости, необходимо: 

4) чтобы сумма проекций сил на ось х равнялась нулю; 

2} чтобы сумма проекций сил на ось у равнялась пулю, и 

3) чтобы пллебраическая сумма моментов всеж сил относительно начала коорди- 
нат танке равнялаеь нулю. 

Уравнения равновесия могут быть представлены в виде; 


пр, Р= 
Хар, Р =0|. еее еее. (1% 
#»”(Р)=0} 


Заметим, что выведенные уравнения не зависят от положения начала координат, та. 
что Для того, чтобы тело осталось в равновесии, эти уравнения необходимо должны 
удовлетворяться при как угодно расположенных прямоугольных осях координат. 

Уравнення равновесия можно написать н в аналитической форме, введя в них 
проекции снл и координаты точек приложения этих сил. Положим, что на тело дей- 
ствуют силы.Р, Р,, Р,,. Обовначим проекции этих сил относительно осей так; 
проекции сил Р, Р,. Р,,..... на овь х через Х, Х,, Х,,..... а проекций тех же сил 
на озь у— через У, У, У,,..... Координаты точек приложения обозначим соответ- 
ственно через (2, У), (%, 9), (2, у), и т. д. Тотда, припоминая аналитическое выра- 
жение момента снлы относнтельно начала координат 

ы т(Р)=уХх—27 


и, заменяя пр, Р через Х, пр, Р через У, и т, д., предетавим формулы (17) в виде: 


хХ—0, 7—0, хух-=Р 0... (8). 


Заметим, что в большинстве случаев выгоднее пользоваться уравыениями (17), опреде- 
ляя все требуемые величины геометрически нз чертежа. 

8 43. Равновесие несвободного тела, когда все силы, действующие на тело, и вее силы, 
сопротиеления лежат в одной плоскости. Несвободным телом называется тело, которое 
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не может двигаться по всем направлениям, как, например, тело, имеющее одну. не-* 
подвижную точку, тело, опирающееся на неподвижную поверхность или линию и т, п. 
На основании четвертого начала статики препятствия, стесняющие свободу дви- 
жения, могут быть заменены силами, прибавив которые к телу, можем затем рассма- 
тривать это тело уже, как свободное, находящееся под ‘действием воех сил, как 
давных, так и добавленных сил реакции евявей. Если тело имеет неподвижную точку, 
то к еллам, на него` действующим, надо прибавить еще силу, проходящую через эту 
точку. Если тело опирается одною точкою на поверхноеть или линию, то нужно при- 
бавить силу сопротивления, перпендикулярную к этой поверхноети или линни. Если тело 
<воею позерхностью соприкасается с неподвижной точкой другого тела, то надо приба- 
вить силу, перпендикулярную к поверхности первого тела. Ирисоединив такле 
силы сопротивления, можно рассматривать тело, как свободное, и написать 
для него условия равновесия, уже как бы для тела свободного. Давления тела на 
препятетвия, стесняющие движения, будут прямо противоположны силам воздействия 
этих препятствий на тело,—по закону действия равного противодействию. 
Решим для примера несколько задел. 


Задача 1. Дан стержень 40 {фиг. 110), опирающийся на цилиндр и на плоскость 
пола. Определить давление в точках 0 и В. и силу Т, удерживающую стержень в 
равновесии. | ` ` 
‚ . Обозначим силу тящести стерння через @, силу’ сопротивления пола стержню 

в точке 0 через М, а силу со- 

А Е . противления дилиндра — через 
№. Длина стержня 0А пусть 

равна 2а; пусть (В =" есть ра- 

днуе цилиндра; угол накло- 

нения. стержня к лолу равенф, 

. 8 горизонтальная сила, удер- 

= живающен стержень в рав- 
новесии, равна Т. Примем точ- 

ку @ ва начело координат, а 

х . в линию 60 за, ось 2; за осъ у при- 
АХ К мем линию 0у, перпендикуляр- 
Ри ную к 06 в точке 0. : 

› Фиг. 110. ` Составим уравнения рав- 

новесия сил @, №, № и Т.'Цля 

°этого определяем проекция всех сил на оси 9х и бу и составляем суммы проекций сил 

на эти оси. Берем сумму проекций веех сил Р нё ось 0х, т.е, Хпр,Р. Имеем; 


м № 


пр. @—=0, пр,М==0, 


пр.Т=— Т я пр ММ, |, , 


где. пр, №' получаетея из ДВЕ, в котором угол В/И-==ф. Сумма проекций этих сил 
на овь дх должна быть равна нулю; следовательно, должно существовать соотношение; 


— ТЕМ то 


0. еее ние (9 


р — 


Составим сумму проекций всех сил Р на ось бу, т.е, Зир,Р, имеем; 
ш,@=р— 4, пр,И=М, - 
пр, Т==0 и пр, № № 608. 


Уравнение Упр, РЬ0 представится в следующем виде: 


— Е М-Е М овф= 


иене. .. @ 


Далее, сумма моментов относдтельно точки 0`должна быть равна нулю, т.-е. должно 
удовлетворяться условие №7 (Р)=0. Так как: 


т (а) =— 2.2008, т(М)=0 
т(Т)==0, т(М№') == Мусе, 


то @но сведется к уравнению: 


— @.асвф- М0... ... ® 


Из уравнения (с), (4) я (© определим №, Ми Г. Из уравнения (6) имеем: 


_ @.а08Ф _@.9. 
— Ро г 


—— #1. 


Подотавляя величину №’ в уравнение (с), найдем выражение дия 1 


@.& 
Ти, . 


а № найдем из уравнения (а): 


м 6—2 608 ф. 


Задача П. Нусть дана палочка АВ (фиг. 111), длина которой-=2а; она опирается 


фаг. 111. 


одним кокцом, А, на горизоктальную плос- 
кость, а другим, В, на вертикальную стену, 
при чем удерживается в данном положении 
натяжением нити 0Е. Определить давлення 
в точках А и В и натяжение нити. 

На данную пелочку будут действовать: 
1) горизонтальная сила №— сопротивления в 
точке В; 2) сила @—вее палочки, приложек- 
ный в середине ея (ИВ ==ВВ==0); 3) сила 
Т— ватяжения нити, которою ‘палочка АВ 
прикреплена в точке Ё к точке 0, и 4) М— 
вертикальная сила реакции в точке А, Углы 


‹ наклонения пелочки и нити, Фи 6, даны. 


На основанни сказанного © несвободном 
теле, сопротивление № будет перпендикуляр- 
Но Е ПЛОСКОСТИ Пола, точно таЕ же, как сила 


№ будет перпендикулярна к стене. Если к силе @ прибавить эти ‘силы, т. е. Миа№, 
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и силу натяжения нити Т, то палочку можно будет разсматривать, как свободиое тело, 


п тогда для него можно будет написать уравнения равновесия: 


Хар,Р=0, ° 
Упр,Р=0, 
т(Р)=о0. 


`Определии сначала, чему равна сумма проекций всех сил на ось 0х. 
Имеем: 
‚ щ.К=0; пр,б=0; 


пр.Г=р— Тс0з0; пр, № —№.. 


Мы получаем, таким образом, уравление: 


№— Те80=0.. еее. ... . ( 


Также найдем, что сумма проекций всех син на ось бу будет (— @Р М— Тзтб), и 


соответетвующее уравнение напашется в виде: 


—@+ М Тзт0= о... .. 


. (9) 


Теперь определим сумму моментов всех сил, >7(Р), относительно начала координат. 


Имееи: 
т(М№) =— М.2а 03, 


в(№) = 
(а) = @.а608$, 
акт) =0. 


№. 23а т, 


Следовательно, уравнение ‘моментов всех действующих сил выразитоя так: 


`—М.2а созф Е №М.2азтф | @.а воз =0, 
или 


—2 М созф - 2№'5тф-+ @6050=0....,..... 


Определим Ми № из уравненвй (Г) и (49): 


№= Тсоз0.. еее .. 
№М=@-- 19%0 „еее. 


Вставив полученные величины в уравнение моментов (7), получим: 


—2@с05ф — 2Т5 0 созф | 2Т 605 О зтф-- 0056 ==0, 
или ° 
. 21608 9 зтф — т 0 605) = @ 603$, 
или 
2Тя (ф — 0) == @ 608%, 
откуда, наконец, 
_ __ @608ф 
2 5т #— 9) 
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Посже чего двя № и М’ получим выражени я: 


‚ _ @208ф 60809 
—25т (фр 6)’ 


и а бовряте, 
$1 (ф-— 8) 

Задача Ш. Стержень ОА (фиг. 112) длиною в 24 опирается концом 0 на горизон- - 
тальный пол и поддерживается в равно- 
зесии двумя подпорками Ви 0, из кото- 
рых первая расположена сверху, а вторая 
снизу. Определить давление стержня на 
пох ий подпорки, если вес его равен (С, 
угол навлона стержня к полу равен а, а 
равстоян!е между подпорками В и 2 равно $. 

Возьмешь начало координат в точке 
0, ось бу вертикально, в 0вь 0х — го- 
ризонтально. Составамъ суммы проекций 
всех сил на оси 0х и буи приравняем их 
нулю. Находим: 


№зта— №'зта=0,.... (т) 


Фиг. 119. 


№М— №соза + М" с0за— @=0 ..() 


Далее приравииваем нулю сумну всех моментов относительно начала координат, т.-е. 
пишем: 


эж (№) + т (№) + т (№) + т (@) =0, 

Находим: ' : 
т (№) =0; м (№) == №,08; 

т (№) = — №.06; т(@) = @.а сова; 


следовательно, уравнение с моментами выразится в ваде: 


№.08— №.06-- @.ас08а = есь - @ 
Из угавнения (1), сокращая на ва, который отличен от нуля, получим: 
№ = М. 
Зайя это, находим из уравнения (9): . 
№=а. 


Вынося в уравнений (7) №’ за скобку, получим; 


№ (08 — 06) { @.в 6084 = 0, 
или | 
— №.5-[ @.в в05а = 0, 

откуда . 


Жужовский. Теоретическая механнка. 6 
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Задача Г/. Имеетёя плоскость 08 (фиг. 113), кавловенная под утлон 120°к го- 
ризонтальному полу. На эту плоскость и пол опирается стержень АВ, наклокенный 
под углом 80° к торизонту и удерживаемый 
нлтью 06, навлоненной тоже под углом 30°. 
Определить силу давления стержня в точках 
ДивВ исиду натяжения вити Т, если вес стер- 
жкя равен @, а длина его 24. 

Пусть в точках Аи В силы сопротивления пола 
и стены будут Ми №. Примем точку 0 за начало 
координата, ликию ОА за каправление оси 0х; тогда 
ось бу будет перпендикулярна к Аб в точке 0. 

Мы имели следующие общие уравнения 
равновесия: 


ХХ —0, 37-0, ХУХ— 21) =0, 


тде УХ и УТ. суть суммы проекций сил на оси Ох и 0у, Х(уХ— 7) суть сумма мо- 
ментов действующих сил относительно начала координат. Собтавим теперь уравнения 
равковесия для силы @ и сил сопротивления №, № и 7. 

Для этого сначала определим проекции всех сил на оеи 0х и ду и коорднкаты их 
точек приложения. Имеем, прежде всего, 


1) пр,б6—0, п,@=— @. | 


Дия нахождения коордикат точки 0 приложения силы С, соединяем 0 с 0; тогда, при- 
. нимая во внимание, что треугольник А0В — равкобедрекный, ибо углы И и В оба равны 
30°, из прамоугольного треугольника, 400, имеем: 
- А = 04 60880°, 
Но ` ` 


поэтому 


Координаты точки 0 будут: 


др-= ОЕ, ур ЕВ. 


Координата 0Е == 04 — ЕД; но и отрезок же ЕД, как катет прямоугольного тре- 
‘утольника ЕАО, равняется гипотенузе, умноженной на косинус прилежащаго угла, т.-е- 
ЕЙ ВА. соб 30° 9, 

Заменив 04 и ЕД их выражениями, получим: 


ФЕ ь Е вуз 4а— 34 [2 


8 9 3 
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Координата ур = ЕР найдется подобным же обравом, как катет треугольника ИЕ: 
ЕВ — ур— АВ. 5% Зоо. 5. 


2} Проекция силы № на ось 0х, в виду их вванмной перпендикулярноети, равна 
нулю; проекция же ее на ось 0у, в виду их парэллельности, равняется самой силе 
М, т.е. ° 

пр.М=0, пр, М = М. 


Точка 4 приложения силы М, как лежащая на оси 0х, будет иметь координату ха, 
равную 04, а у. будет равняться нулю. Таким образом, координаты точки А будут: 


а =0, 


г — 2 у 
ар 
Е Проекция силы № на оси координат найдем из треугольника ВАЁ. проекция на ось 
9х будет равняться ВК, а на ось Оу — будет КЕ. Найдем их величины: ‹ 

вк = № сов’ = А.З, 


КЕ = №! т 30° №1, 

так что . 
Муз Ка 
пр." ==, Пр, М! =. 


Координаты точки В будут! 
дв= — ВК, ув = 0". 


Величины их найдутся, как катеты прямоугольника ОВК’. Имеем; 
2в = — ВК' —= — бВ. зб ВОК", 


но 08 —=04 — т, как стороны равнобедренного треугольника, а потому: 


. 2а 
тв ВК я 57% 30° 


Из того же треугольника имеем: 
: и 
ур — Ок’ — ОВ.соз ВОК" = 28. соззо — 20 УЗ 


у 


4) Наконец, проекции силы Т на оси координат будут: 


пр, ТР РЕ Тсо$ СРЕ Тсоз30' т ‚ 
пр? СЕ — — Той РЕ Тя 30° — — т. 
ра й 2 


Координаты точки @, — точки приложения силы Т, будут: 


2е-=08, уе= 69. 
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Из ряда прямоугольных треугольников имеем: 
й 2а 

. °— 00 } о, 

05 = 00.605 30' 40 2521 30 яз 


я ы 


%е 


Теперь найдем ус. Видим, что 
; в 1 а 
З0=05= 05.1030 = а. 
ы УЗ Уз 3 
Итак, 
с п 
== оз У* 
ут 
Найдя проекции всез сил и коорхинаты точек их приложения, можем составить такую. 


их таблицу *): 


хе У 


х 
ыре 
> 
ы 
< 
$5 


Теперь составим уравнеиня проекций и моментов. Так как суммы проекций воех сил 
на оси 0х и бу довины равняться нулю, то пишем: 


№Уз_ Ту: 
м То, А @ 
ар то 
—а-+ +. "У Т=О. еее. () 
Уравнение моментов выразится так: 
в 24, №3, а № ат ат 
бу м. д р Туз 5 Ку’ 0. 
В этом уравнений два последних члена сокращаются, так что оно принимает вид: 
а Е : р 
@—= 2 —=-+ М’ 0-е 
28 у уз ® 


*) Буквы Х и У ‘поставленные вверху табликы, обозначают проекиии сил па оси координат, в ти у 


коорхинеты точек прихожеяия сил. 


Из уравнения (4) находим, Что 


Из уравнения (7) находим: х 
М= а, 


П'дотавив з уравнение (5) вместо № равную ему величину @, а вместо № величину 
Т, решим, его относительно 2; получим; 


Итак, мы нашли, что 
У—-бим 116 


` 
Замечание. Задачи Ш и ГУ можно решить быстрее, если заметить, 910 бы, дей- 
ствующие на палочки, в обеих задачах приводятся к двум парам. 
В задаче Ш имеем №404, №'\", а потому уравнение моментов будет: 


Са воза — У6 = 0. 


Отслода найдем сразу 
Сасоза 
$ 


4, №’ Т, в плечи: ЕА=асоз 30° ВО= 


В задаче ТУ будем иметь 25 305- 


Поэтому ур— ие моментов представится в виде: 
- в 


оз 30 — ба сз 30° 


`Т 


Отехюода находим: 


Т= м! = @ 6083801 = 6. 


3 
4 


Сравнивая эти решения с решениями приведенными выше, можно видеть в под- 
тверждение сказанного в конце $ 42, насколько удобнее составлять уравнение 
моментов непосредственно по чертежу, не пользу- 
яеь общим уравнением моментов %. (уХ —хУ)=0 
° относитеньно начела координат, дня составления 
которого приходитея определять координаты точек 
приложения сия, 
Докажем теперь одну теорему, которой часто 
бывает удобно пользоваться при решении задач 
на равновесие, 


Теорема: Если суима моментов сил, дей- 
ствующих на тело в одной плоскости, относи- 
знельно трех ценишов в зной плоскости, не лежа- 

Фиг. 11+. ци на одной прямой, равиленся нуло, то зело 
палодинся. в равновесии. 
Пусть 4, Ви @ (фиг. 114) будут три данных центра, а Р, Р,, Р.,....- действу- 
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ющие сизы, обладающие тем свойством, что суммы моментов вх относительно трех 
дентров А, В, © равны нулю, т.е. 


Ут. (Р)=0, 

Ут» (Р)=0, 

Хте(Р; = 0. 
Рассмотрим первое равенство: 

Уи. (Р)-=0. 


Оно показывает, что равнодействующая всех сил, В, али проходит через точку И, пли 
разна нулю. Если равнодействующая А равна нулю, то тело в равновесии, и желаемое 
доказано.- . . 
Но положим, что В не равна нулю. а проходит через точку И. Обратимся тогда 
к равенетву: у 
Утв (Р}=:90. 


Из него следубёт, что равнодействующая В проходит через точку 8, следовательно, 
- сила В должна быть направлена по линии АВ, соединяющей центры А и В. Но если 
мы утверждаем, что 
Уте(Р) =, 


та, прилагая сюда тоорему Варяньона, имеем: 
| Уте(Р)= В.В 0, 


где д — величина нерцендикуляра, опущенного из С на АВ. Так как точки И, В и С не 
лежат на одной прямой, то Й ни в каком случае не может равняться нулю, в 
потому, для удовлетворения условия В.й=0, необходимо; чтобы 


Е=о, 


т.е. чтобы равкоде йствующая всех действующих сил равнялась нулю, а это возможно 

только в случае равновесия, что и требовалось 
‚с  докаваль. , . 

Решим этим способом одну задачу о равно- 
весии. 

^ Вадача. Однородный брусок Аб (фиг. 115), 

дниною За и веса С, опирается в точке И на вер- 
тикальную стену бу, а в точке В— на неподвяж- 
ную опору, отстоящую от стены на расстоянии 
ДВ = с. Определить № а №’ — дазления в точках 
ИиВ, а также угол удё. 

Приняв за три центра моментов точки А, В 
и М, напишем: 


Ха (Р)=0, еее ен + @ 
Ут, (Р)=90, 
Уть(Р)=0, о... 
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Условие (#) дает нам: 


Мб 9.0500 =0. уе нения 9) 


Условие (5) дает. 
— №.с90-- в (- яв) 510 =0, 
или , 
— М. 6400 б(азт9 —@=0.. 


Наконец, из условия (2) находим: 
- ти (№) =0. 


Последнее условие показывает, что при равновесии направление силы №’ должно про- 
ХОДЕТЬ Через точку М; воледствие чего можем написать: 


` АВ.АВ — АМ, 
или . : 


айй 9. 


з„- 
. с 

ие. 
[о 


а—°_ 
51 9 
Из уравнения (#) находим, что: 


Далее, из уравнения (у) получаем: 


№ = 


Наконец, из уравнения (2) находим: 


м от @(т=9 т) 


о Зои 


$ 44. 0 равновесии твердого тела, на ното- 
рое действуют силы, расположенные как-нибудь в 
пространстве. Положим, что мы имеем в про- 
странстве тело, на которое действуют произ- 
вольные и произвольно расположенные вилы 
РБ,Р, (фиг. 116). Требуется определить ус 
ловпя равновесия такого тела, . 

Отнесем тело к произвольно располо- 
женным прямоугольным осям координат и 
перенесем все силы в начало координат. При 
этом перенесении необходимо, как известно, при- 
фиг, 116. бавить некоторые пары. Складывая все эти па, 
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ры, получим некоторую равнодействующую пару, момент которой пусть будет Д,, & скла- 
дывая все перенесенные силы, получим некоторую равнодействующую силу В. Опреде- 
лим эти две величины. Величина равнодействующей Е выразится через проекдии дей- 
ствующих сил на оси коордвнат, как нам это уже известно, так: 


—ИЗ ть, РР--[ир, РЁ--[ пр, Р/. 


Если обозначим моменты слагаемых пар через {, (, [.,..., то получим, на основания 
правила сложения моментов пар, что момент равнодействующей пары, Г, выразится такт 


=Утр, Нор, И пр. 
=Убж. (РЕ, СРЕ-Е и, ФР. 


Так как сила не может уравновесить пары, то для равновесия необходимо, чтобы 
сила В и пара ТГ, поровнь уничтожались. Сила уничтожается только тогда, когда она 
равна нулю. Пара уничтожается или тогда, когда входящие в ев состав ‘силы равны 
нулю, или когда плечо пары равно нулю. В последнем случае пара приводится к двум 
силам, равным и направленным по одной и той же линии в прямопротпвоноложвые сто- 
роны. В этих только двух случаях и получим, что Г.=0. "аким образом, имеем: 


= пр, РР -- Хар, РР- [5 пр. РР 0 ' 
ДА = [Ут, (Ру Ни, (Р-Н [Хчв, (Ру =0. 


Не трудно ‘видеть, что эти два уравнения заключают в себе шесть условий равновесия. 
Так как сумма квадратов действительных количеств может быть равна 
нулю только тогда, когда равно нулю в отдельности каждое слагаемое, то из этих 
двух уравнений мы и получим следующия шесть условий равновесия свобод- 
ного твердого тела: 


1- Упр, Р=0, 4. Уи, (Р)=0, 
2. Хпр,Р=0, 5. Ут, (Р)=0, 
3. Упр, Р=0, 6. Ум, (Р)=0. 


Аналитически эти условия равновесия выразятся так: 


1. 5х0 | 4. 7—2) 


0, 
2. 5У=0, 5. #Х— 27) =0, 
3. 2—0, `6. У ух) =0. 


Эти условия равновесия. могут быть формулированы так. 

Теорема. Для равповесил свободиото твердозо тела пеобтодимо и достаточно, чтобы 
сумлны проекций всех`сил на прямоуюльные оси координат равнялись нулю, и зивобы 
сумлИ момеилов всех сил относительно хаюдой из осей коордыкия звакжв равнялись 
ую. 

Замечание. Выведенные месть уравнёний необходимы п достаточны для существо- 
вания равновесия свободного твердого тела, т.-е., если они имеют место, то тело нахо- 
дится в равновесии, и обратно. Это рассуждение приложимо для как угодне засположен- 

ых в пространстве систем прямоугольных осей координат. Отсюда следует, что усло- 
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вия равновесия, удовлетворенные на дакиых осях, должны удовлетворяться на любых 


других. 
Моменты сил откосительно осей координат легко определяются по формулам; 


х(25—27)=0, У(2Х—з17)=0 УШУ ух) =6, 


хотя в большинстве случаев удобнее употреблять геометрический способ. Тав, напри- 
мер, для определения моментов относительно оси 0х проводят плоскость, перпендикуляр- 
ную к этой оси, и проектируют на вее вее силы; потом опускают на эти проекции пер- 
пендикуляры ив точки пересечения оси 0х © плоскостью и умножают каждую из про- 
екций на’ длину соответствующего перпендикуляра, приписывая этому произведению знак 
плюс или минус соответетвенно направлению, по которому силы вращают тело около 
оси 0х. . 

Частные случаи. Рассмотрим теперь некоторые частные случаи равновесия, когда 
всех шести условий не нужно, а достаточно только некоторых из них, потому что 
остальные удовлетворяются сами собою. 

. 1. Вве вилы лежат в одной плоскости. Положим, что все силы лежат в плоскости ху; 
тогда проекции всех сил на ось 0х будут равны нулю, и, кроме того, координата г — 0; 
следовательно, уравнения (3), (4) и (5}: удовлетворяются тождественно сами собою. и 
условиями равновесия окажутся уравневия: 


3Х=0, ХУ, (УХ) 0, 


Это те же уравкения, которые мы вывели и прежде для сил, расположенных в одной 
плоскости. Перемена знака в третьем из полученных уравнений произошла оттого, что 
для осей пространства направление вращения считается положительным тогда, когда 
оно берется 0т положительной оси х к положительной оси 3, а для осей плоскости —на- 
оборот. 

2. Все силы проходят Через одну точку. Примем эту точку за начало коорди- 
нат; тогда ее можно будет рассматривать, как точку приложения всех сил, и по- 
тому в уравнениях моментов необходимо положить: 


При этом все эти уравнения (4), (5) я (6) удовлетворяются тождественно, и у нае оста- 
нутся только три первых условия; 


хх 


ЗУ=0, 7-0. 


3. Все силы. параллельны между собою. Направиы ось 2 параллельно данным 
силам; тогда проекции сил на оси у п 2 будут равны нулю, т.е. мы получим: все 
Уи все 2—0, а потому уравнения (2), (3) и (4) удовлетворяются тождественно, 
и у нас останутся три условия равновесия: ` 


УХ=0, У:Х=0, Хух-=@. 


4. Вве вилы параллельны одной плоскости, но не лежат в одной плоскости. По- 
ложим, что вое силы параллельны плоскости ху; тотда вее 2==0, следовательно, третье 
условие равновесия удовлетворяется тождественно, и останутся только пять условий; 


‘ 57-0, 
хшУ--ух) 0 
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$ 45. Условия равновесия несвободного тела. Если мы имеем несвободное тело, то 
«оглаено четвертому началу статики вопрос о его-равновесии можно решить, рассматривая 
тело, как свободное, если только прибавить к числу действующих сил еще силы 
сопротивления препятствий, стесняющих свободу теза. ` 
Напомним, как определяется по четвертому началу направление сил реакции свя- 
зей. Если тело имеет одну несвободную точку, то нужно прибавить ‘силу, про- 
ходящую через эту точку. Если точна тела должна оставаться постоянно на 
линии или поверхности, то сила сопротниления остается постоянно нормаль- 
ной к этой линии идн поверхности. Если тело соприкасается с некоторой неподвижной 
поверхностью только в одной точке, то сила, заменяющая сопротивление поверхности, 
` должна быть взята проходящей через точку соприкосновения и направленной по нор- 
мали к этой поверхности. 
После этих общих соображений посмотрим, как рещаются различные задачи, сюда 
тносящеяся. 


1. Определить уеловия равновесия, теда имеющего одну неподвижную точку. 


Вовьмем начало координат именно в этой неподвижной точке 0 (фиг. 117). Цусть 
` на тело дейстнует ряд сил Р. Действие неподвиж- 
ной точки заменим силою ее сопротнвхения М,— 
в нащем случае она проходит через начало ко- 
ординат 0. Назовем проекции силы М. на оси ко- 
ордвнат через М, М, и К, и напишем условия 
равновесия, прибавляя к силам Р еще силу М, 
т.-е. расематривая тело, как совершенно свобод- 
ное; тогда будем иметь: 


1. УХ М0, 4. $%7—27)=0, 
5. Х@Х— 7) =0, 
6, (2 У—уХ)=0. 


Фиг, 117. 


Заметим при этом, что через УХ, ХУ и У мы обовначили только суммы проекций 
веех данных сил Р, проекции же силы бопротнвления № пишем отдельно; в условиях 
же моментов отдельные слатающие силы М отсутствуют потому, что сила № проходит 
Через начало координат и, следовательно, моменты ее относительно осей координат бу- 
дут равны нулю. Первые три уравнения определяют величниу и направление вилы ©о- 
протнихения №, последние же три соботвенио и выражают условия равновесия несво- 

бодного тела,’ имеющего одну неподвижную точку, Таким образом имеем; 
Теорема. Дая равновесия несвободною тела, имеющею одну чезодвижную точку, 

. необуодимо, чтобы сумма момениов относительно осей координат равнялась нулмо. 
Необходимость этого условия равновесия очевидна, впрочем, сама собою. Есди все 
‚силы перенебем в точку 0 и заменим их одной силой и парой, то силы уничтожа- 
ютея сопротивлением неподвижной точки, ‘и для равновесия необходамо только 
®дно; чисбы моменты составляющих пар в плоскостях координат равнялись нулю, т.е. 


т, =0, Е, =0, Г. =0, 


изи 


02—88) =0, хех —ру-о, ХР ух) 0. 
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п. Определить условия равновевия тела, имеющего две неподвижные точки. 


Отнесем ‘данное тело к прямоугольным осям координат, при чем за начазо коор- 


динат возьмем одну из этих неподвижных 

точек 0 (фиг. 118), а ось Ох проведем так, 
чтобы она прошла через другую неподви- 
жную точку. Мы можем определить ус- 
ловия равновесия взятого тела, как сво- 
`бодного, если к действующим силам Р 
прибавим сопротивления Ми №'. Разло- 
жим силу № на составляющие, направлен- 
ные по осям координат: №., №, и №, а 
силу №’ разложим на №',, №’, и №’, Ура- 
внения равновесия взятого нами тела на- 
пишутся, следовательно, ‘так: 


Фиг, из. 
97—27) т. (Х’) — 6, 
%(2Х—217)- Нал, (\') =0, 
УфУ-ух рт) + т.) =0. 


Заметим теперь, что моменты спл М и №’ относительно оси 0х равны нулю, так как 
вилы проходят черев эту ось; затем, момент силы № относительно оси бу также равен 
нузю; что же касается момента силы № относительно оси бу, то он выразнтся так:, 


ап, (У 


но 
т, (№) =0, 


=, (№) м, [5 + т, {\'), 


п(\',) =0, 


®(\)=р—№',.00. 


Если назовем 00’ через а, то найдем, что 


тика, 


Далее момент силы № относительно оси 02 равен нулю, & 


т, (№!) = т. (№) + т, (№, т. (\".}. 


Но 


т. (№) =0. 


п. (Х',) = 0, м. (№',)==аХ' 


ро 


Приняв вее это во внимание, найден, что. условия равновесия данного тела выразятся 


еледующими уравнениями: 


1. 5Х- 0, 
2. ХУ. 20, 
8. 57 0, 


хуй —е7)=0, 
. аХ—27)—а\х 
‚ 3=У—ух)-а\у 


зар 
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Ив этих шести уравнений лишь одно четвертое не зависит от сил сопротивления, 
а потому оно и служит выражением условзя, стесняющего внешние силы для того, 
чтобы было равновесие. Остальные же пять уравнений служат для определения сил 
У» М, К, ил’, №, А’, при чвы силы №, и №, не могут быть определены 
каждая в отдельности; они могут быть определены только в видё их суммы из пер- 
вого уравнения, Остальные же силы, перпендикулярные к оси 0х, могут быть опреде- 


лены вполне. Таким образом имеем: 


Теорема. Дая равновесия зивердою тела, имеющего две неподвиаюные точкн, ие- 
обходимо, чтобы сумма мометтов всех впешиих сил относительно оси, проходящей 
через эти точки, равнялась нуно; иначе зоворл, зпребуется, чтобы равнодействующая 
проходила через неподвижную ось. ° 


ТИ. Стрегсрль усгсуя резротесря тега, де точки которого лежат на неподвижно 
прямой и могут перемещатьея, екользя по этой прямой. 


Расположим оси координат так, чтобы начало оказалось в одной из скользящих 
точек тела 0 (фиг. 119), а ось 0х направим так, чтобы она проходила через другую 
точку 0’, т.е. предположим, что тело скользит по 
оси 0х. В нашем случае, чтобы иметь возможность 
рассматривать тело, как свободное, мы должны при- 
бавить силы сопротивления Уи \', перпендику- 
лярные к оси 0х. Разложим силы №и Л" силу 
№ на № У, и\,, а вилу Х’— на №, и №'.; при 
этом первые, очевидно, будут на правлены по осям 
бун 02, а вторыя будут им параллельны, 

Найншем теперь шесть уравнений равновесия, 
при чем под знак Х введем только проекции и вы- 
ражения моментов всех данных сил, проекции же 
и выражения моментов неизвестных пока спл 
сопротивления напишем отдельно. Имеем такам 
образом: * 


1. УХ=0, _. 4. ХТ) ==0, 
х 5. (Хр) а’, =0, 


6, (У —ух)--а\', =0. 


Здесь а== 00’ уравнения (2), (3), (5) п (&) служат для определения четырех еил сопро- 
тивления №, ^№„ и А’; первое же и четвертое уравнения суть уравнения, сте- 
сняющие внешние силы для того, чтобы могло существовать равновесие, Из этих двух 
уравнений мы находим: . ° 


Теорема. Для разновесия тела, нмеющею две чеподвижные зпочки, монушие сноль- 
эть по даниой прямой, неблодимо, чтобы сумма проенций всет внешиих сил па эту 
прямую равнялась ную, и чтобы сумма момеитов тех же снл отпослипельно этой 
трямой равнялась также пулю. 
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Гу. Определить условия-равновевия тела, три точки которого могут вкольЗить ПО 
данной плоековти. 


Примем плоскость ху за плоскость, по которой окользях хри ножки стола 0, Аи В 
(фят. 120). Точку 0 возьмем за начало координат, 
= . прямую 04 —за ось 0х. Расстояние точки А от 
начала координат назовем через а; расстояние же 
точки В от осей х и ду обозначим соответотвенно 
через си. Присоединим теперь к внешним си- 
ламы Р ще силы сопротивления плоскости ху, — 
пусть эти силы будут №, №. и №. На основании 
сказанного о силах сопротивления без трекия, они 
будут приложены в точках 0, 4, Ви будут пер- 
пендикулярны в плоскости ду. у 
Напишем теперь шесть уравнений равнове- 

^ сия свободного хела: 


у . 15Х=6 
2. ЗУ=О, 
3, ЗЕМ М" 0, 
4. 397—#У) ат, (№) + т, (№) кт. (№) =0, 
5. Х(2Х— #2) + т (М) т, (№) т, (№) =0, 
6. У(хУ— ух) т. (№) + т, (№) + п, (М) = 0, 


Теперь определим моменты сил №, №’ и М" относительно осей 0х, буи 02. Моменты 
силы №, как проходящей через начало координат, равны нулю, так что: ^° 


т, (№) =0, я, (м) =0, п, №") =0, 


Моменты силы №’ относительно осей 0х и 02 равны нулю, так как сила № проходит 
через ось Ох и параллельна, оси 0х, т.-е, 


т, (№) =0, т, (№) =0, 
Моменты же силы №’ относительно оси бу будег: 
т, (№) = — Ма. 
Моменты силы №" относительно осей 0х и бу будуг: 
ав, (№) о в т, (М) = — №6. 


Моменты относительно оси 0х: т, (№") =0, так как сила №" параллельна оси 0х. 
Подехавляя полученные величины в вышенаписанные уравнения равновесия, по- 
лучин: 
14 УХ=0, 4. ;уй—#7)-- М"е=0, 
2. ЗУ =0, 5. 32Х-— 2) — Ма— №" 0, 
3. ЗАММ-М"=О | 6, &У-—уХ 0. 
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Мы видим, что уравнения (3), (4) и (5) дают возможность определить силы сопроти- 
вления М, № и №"; условия же, стесняющие внешние силы, выразятся уравненвями 
(1), `@), и (6). Таким образом получаем: 


Теорема. Для равновесия тела, имеющего при точки, мопущие скользить по дан- 
цой плоскости, необходимо, чтобы сумма проекций все внешних сил ма две оси коор- 
динать лежащие в этой тлоскостии, равиялась чуло и чтобы сумма моментов то оке 
сна’ относительно оси, перпендикулярной к этой плоскости, равнялась тииже пулю. 

Решая уравнения (3), (4) и (5) относительно №, № и №", мы, очевидио, найдем 
для этих сил совершенно определенные значения. Однако, этот же самый вопрое отно- 
сительно давлений в случае, когда тело имеет четыре точки, могущие скользить по 
данной плоскости, является уже неопределенным, потому что п в этом случае, 
как и в предыдущем, число условий, которым для равновезия должны удовлетво- 
рять внешние силы, остается то же самое, 
и, следовательно, из трех уравнений придется 
определять четыре неизвестных давления. То, 
же самое может быть сказано и для того случая, 
когда тело имеет несколько точек, могущих, 
скользить ло данной плоскости. Как пример не- 
определенности подобной задачи в статистикелири- 
ведем задачу об определении давлений на четыре 
ножки стола, когда на нем лежит какой-нибудь 
труз. °- 

Пусть имеем стол (фиг. 121), ножки которого 

фам, 121, расположены так, что концы их лежат в вершинах 

прямоугольника со сторонами 4 и $. Прибавив в 

надлежащем мезте силы сопротивлекия, можем рассматривать’ стол, как тело свободное, 

и написать для него уравнения равновесия, Оси координат расположим, как показано 
на чертеже. Уравнения равновесия напишутея так: 


1.5 Х=0, 4. 34—27) (№ м = 
2. ЗИ=0, 5. 3#Х— 122) — (М Ма, 
8, ЗАМ", 6. еУ— ух) = 


Условиями, стесняющими вношкие силы дия возможности равновесия, являются урав- 
нения {1), (2) и (8); уравнения же (3), (4) и (5) дают евязь между данными силами и 
силами еопротивления. Система этнх трех уравнений неолределенна, потому что прихо- 
дится из трех уравнений определять четыре неизвестных, 

Найдя из уравнения (5) сумму (№ -- №), представляем полученное. значение ее 
в уравнение (3), лосле чего сможем определить сумму (№"-- №"). Из уравнения (4) 


найдем затем (№ №). Положим, мы нашли, что: ` 


№М-- М = Е ММ" = М, мм = 
Будем считать силу № известной и по ней определим все. остальные силы: № № и 
№". Находим: 
№=И— М 
№=М, (М №) 
м= м, - м, (И №. 


‚8 — 


Силе № можно давать только положительные значения и притом такие, чтобы сильр 
М, №" и №" вышли также положительными. 

На практике наша залача не имеет никакой неопределенности, решая же ее: 
по правилам статики, мы ‘получаем неопределекиый ответ. Происходит это от того, , 
что эта задача не относится к статике абсолютно твердого тела,— она должна. 
быть отнесена к задачам теорни упругоети, где онз н решаетея вполне опре- 
деленно. ' 


Раньше мы рассмотрели несколько задач, относящихся х тому случаю равновесия, 
когда все силы, действующие на`тело и вее силы сопротивления ‘лежат в одной плос- 
кости. Решим теперь задачу на тот случай‘ равновееня, котда. на тело действуют силы, 
не расположенные в одной плоскоети, 

Задача. Однородная-треугольная плаетинка АВ6^ 
(фиг. 132), имеющая равные стороны 46—86, 
опирается вершиною @ на горизонтальный‘ пол, а 
вершинами А и 8 на вертикальные стены, нересе-” 
кающиясе под прямым углом. Точка © привязана к- 
вершине 0 трехграннаго угла, образованного плое- 
хоелями пола и стен, нитью 60, котораяделит угол. 
хбу попогам. Определить силу натяжения нити Т,. 
и силы сопротниления № № и М", развиваемые 
стенами и полом в точках А, Ви 6. 

Дано: вес пластинки (’(он приложен к центру 

фиг, 122, тяжести) и координаты точек 4, Ви С. Координатьь 
эти обозначены на чертеже при каждой из точек. 
Пишем шесть условий равновесия. Имеем первое: ` 


1. пр. + пр. № + пр„М" -- пр,@ + пр» Р== 0 


пр, №, пы№ 0, п." =0, пр,б=0, пр-т 


у?" 
Подставляя эти величины в написанное уравнение, получим первое условие в ниде: 


феи (1) 


х Т 
и У 

Таким же способом находим, что выражение суммы проекпий всех сил на ось бу, 
будучи приравнено нулю, дает: , 


Рассматривая проекции всех сил на ось 0х, получим: 
№ — @=0. (еее. (8) 
Теперь перейдем к составлению уравнений моментов. Имеен: 


4, т, (М) т, Ни, (№) т, (т.т) 
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Определяем моменты каждой отдельной силы: 
эп, (М) =0, т, (№) Ка, т, (М№") = Ма, т,(@) =уй У, 


тде у, = означают координаты центра тяжести; но 


У=0, #=— 6, 
следовательно: 
т,(9)=— ву 
и, наконец, 
эт, (Т)=0. 


Уравнения моментов (4), при этих значениях самих моментов, напашется так: 
- №4-- №в— бу=о0. 
Дия определения координаты у вес пластинки (С разложим на три равные веса 
ый 

9=з соередоточенные соответственно в точках 4, В и 6. Применяя формулу коор- 
динат центра параллельных сил, находин: 
==. ЗУ У) 

$Р 39 ) 

| 

где у, у’ и У’ суть координаты точек приложения сил; подставляя их значения, равные 
соответственно с, 0 и в, получим: 


Подставляя это значение в уравнение моментов (4), получим: 
— ма ме =... _: (4). 


Совершенно так же найдем сумму моментов всех сил относительно осп бу и получим: 


. М — ма Убеаые..... И (5) 


Здесь моменты имеют обратные знаки по той причине, что все расематриваемые в ‘дан- 
ной задаче силы относительно ови ду вращают в сторону ‘обратную той, в которую вра- 
щают относительно оси 0х. Наконец, пишем последнее уравнение: 


6. т, (М) т, (№) т, (№) 4 *, (@) т, (ТТ) =0. 
Но 


т, (№) — — №, т, (№) = №, м, (№) = т, (@) =0, ,(Т) =0. 
Подетавив эти значения, получим уравнение (6) в таком виде: 
мм =0........, иене, (6) 


Решая полученные шесть уравнений, находим из уравнений (1) и (2); 


ме 


—_ 
Из уравнения [6] находим: 
№" = а, 
Вставив в уравнение {4) вместо №’ и М" равныя им величины, получим: 


т . 
—у+ ба —Ча--9 а=0, 


или 


37-1 Изв а а- 3] о, 
откуда . 


314= У? 8—9, 
или, окончательно: 


г в ва о, 


Подставив значение 1 в выражение для Ми №', имеем: 


$ 46. Равновесие тяжелого тела, опирающегося на горизонтальную плоскость. Определим 
условия равновесия тяжелого тела, опирающегося на неподвижную горизонтальную 
плоскость одной, двумя или тремя точками. 

Первый случай. Тело имеет одну точку опоры. По- 
ложим, Что мы имеем тело, опирающееся на горизонталь- 
ную плоскость МИ (фиг. 123) одной точкой ©, и нусть нентр 
тяжести этого тела находится в 0, а вся действующая на 
тело система сил приведена к силе веса тела, Р‚ приложен- 
.ной в центре тяжести тела. Перенесем силу Р в точку 6 
получим силу Р’ и нару (Р, Р”), Сила Р уничтожается со- 

- противлением илоскости, и у нас остается только нара(Р, Р"), 
которая и старается вращать тело по ‘направлению стрелки. 
Значит, для равновесия этого тела необходимо, чтобы 
действие пары уничтожалось, & для этого надо, чтобы мо- 

Фиг. 123. ‚ мент ее быш равен нулю, т.е. чтобы удовлетворялосв ус- 

ловие: 


Р.бЕО, 


что возможно только при СЕ —=О, а это показывает, что точки би 0 должны лежать на 
одной вертикальной линии, нроходящей через точку опоры. Итак, для равновесия тя- 
экелию тела, имеющею одну неподвизеную точну, необходимо, чтобы центр тяжести 
е0 леокал на вертикальной линии, проходящей через точку опоры. 

Равновесие подобного тела представляет три случая, а именио: равновесие тела 
может быть устойчивое, неустойчивое и безразличное. 

Устойчивым равновесием называется такое положение тела, когда при малом 
отклоненни ст этого ‘ноложения тело опять возвращается в прежнее положенне. 

Неустойчивым равневесием называется такое положение тела, когда тело при 
малом отклонении стремится еще более отклониться от первоначального положения, 
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Базонен, безразличным называется таное равновесие, когда тело при малом 
отклонении от положения равновесия остается в том’ положении, в какое его отклонияи. 

Докажем теперь теорему, чо устойчиебе равновесие бывает зтозда, козда цент 
зпяоюеети занимает самое цизкое место; неустойчивое, кода’ центр тпловести зами- ` 
мает самое высокое место;—безразлиииое, кода при малом отнлонепаие тела, высота 
220 центра тяжести пе меняется. 

Рассмотрим случай, когда центр тяжести занимает самое ниэкое место. Допу- 
стим, что данное тело есть полушар (фиг. 124), и пусть положение его равновесия есть 
положение (1). Центр тяжести полушара 
находится на */, радиуса, положим в точке 
4; тогда точеа А, при качении сегмента 
по плоскости, описывает поверхность ху, 
обращенную выпуклою своей стороной в 
плоскости МА. Когда тело выйдет из поло- 
жения равновесйя, то центр тяжести зай- 
мет место выше прежнего (что ясно из 
фиг. 124). 

В кинематике будет доказано, что 
прямая, соединяющая какую-нибудь точку 
тела с точкой соприкосновения его с по- 
верхностью, по которой оно катится, будет 
нормальна к поверхности, описанной рассматриваемой точкой тела. Заметим кстати, что 
при качении одного тела по другому линия, представляющая путь, пройденный какой- 
либо ‚зочкой тела при таком движении, называется рулеттой этой точки. Положим, что 
центр тяжести переместился из А в 0; тогда точка опоры будет находится в @ и, 09- 
единив @ с 0, на основании вышесказанного, получим, что 60 будет нормалью к по- 
верхности ху в точке 0 ее, 

В этом случае нормаль отходит влево от перпендикуляра, восстановлениого в 
точке 2. Перенесем силу Р, приложенную в центре тяжести, в точку 6; тогда получим 
силу Р’, уничтожающуюся сопротивлением плоскости, и пару (Р, Р"}, старающуюся 

й повернуть тело по направлению стрелки, т.е. при- 

} —. вести в прежнее положение. Таким образом, видим, 
что равновесие будет устойчивое. 

Рассмотрим второй случай, когда центр тя- 
нести занимает самое высокое положение в те- 
ле, инеющем неподвижную точку опоры; — при- 
мером может служить конус, поставлениый вершиной 
на плоскость МИ (фиг. 125). Поверхность, описывае-. 

ЕЕ =. мая центрой тяжести А при поворачивании конуса, 
у ” ” около его вершины, остающейся неподвижной в точке 
ы 6, т-е. поверхностью рулетт, будет поверхностью 
"Фиг. 125. . сферы, проведенной радиусом Аб из центра 2, нахо- 

дящегося в точке опоры. 

. Положим, что дентр тянести переместился в А’. В центре тяжести А’ действует 
попрежнему вся сила Р—вес нашего конуса; перенесем ее в точку С,—тогда получим 
силу Р’, уничтожающуюся сопротивлением плоскости, и пару (Р, 2”), которая стре- 
мится вращать тело все время. по направлению, указанному стрелкой; позтому тело ула- 
дет. Следовательно, равновесие в этом случае может быть только неустойчивое. 


Фиг. 12. 
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- Расемотрим еще случай, когда центр тяжести занимает самое высокое место, 
но точка опоры может перемещаться. Дадим нашему телу (фиг. 126) ряд раз- 
. личных положений; тогда увидим, что центр тя- 
жести будет описывать некоторую поверхность, 
обращенную вогнутою стороною к плоскости ММ, 
и центр тяжести во всяком другом положении те- 
ла, кроме данного, А, будет занимать положение 
ниже А. Выше мы заметили, что если центр тя- 
жести при его движении соединять с точкою опо- 
ры, то будет получаться прямая, нормальная к 
поверхности, описываемой центром тяжести. По- 
этому, если центр тяжести переместится в новое 
положение 0, то нормаль к поверхности АВ ив т0ч- 
хи 0 в пересечении ве с’ плоскостью МИ и даст 
кав раз точну опоры 2. В данном случае нормаль 
отходит вправо от перпендикуляра, восстановленного к плоскости ММ из точки 6. 

В центре тяжести 0 действует сила Р,— весь вес нашего тела. Перенесем ве в 
„точку 6; тогда получим силу Р’, уничтожающуюся сопротивлением плоскости, и пару 
{Р, Р”), которая старается вращать тело вое времи по направлению стрелки. Поэтому 
“тело упадет, и, следовательно, рассматриваемый случай есть случай равновесия неу- 
«тТоЙйЧчивохо. \ . 

Наконец, случай безразличного равновесия являет нам шар, лежащий на го- 
ривонтальной плоскости (фиг. 127), где центр тяжести перемещается но горизонтальной 
- линий, 7..0. © изменением положения тела 
высота его центра тяжести над поверх- 
ностью ММ не изменяется. Линия, соеди- 
няющая центр тяжести с точкою опоры, 
будет перпендикулярна к нлоскости МИ, 
следовательно, сила Р, действующая в 
центре тяжести 0, будучи перенесена в 6, 
уничтожается, не давая никакой поры. 
й Теорема, таким образом, доказана. 

фиг. 127. В фививе говорят, что если центр тя- 

жести находится ниже точки опоры, то рав- 

-новевие устойчивое; если выше, 10 неустойчивое; если же центр тяжести совпадает с 

точкою опоры, то безравличное; но эти три случая суть частные случаи предыдущей 

теоремы, те, именно, случаи, когда предполагается, что точка опоры не изменяет своего 

положения, как это и делают в физике.’ Вышеизложенная теорема охватывает собою 
эти случаи, как частные, и, следовательно, должна быть признана общей, 

Второй случай. Тело имеет две точки опоры. Положим, что мы имеем тело, они- 
'рающееся на горизонтальную плоскоеть МИ (фиг. 128) в точках А и В, и пусть центр 
тяжести: этого тела находится в точке 0. Опустим пз точки 0 на нлоекооть МИ перпен- 
дикуляр 06, а из точки @ пересечения его с плоскостью МИ опустим на линию 48 пер- 
пендикуляр СВ. Легко видеть, что сила Р, вав сила, перпендикулярная к горизонталь- 
ной плоскости ММ, лежит в вертикальной плоскости, проходящей через точку 0 и пря- 
мую 60. Эту силу Р можно из 0 перенести в точку С, а оттуда в точку В посредет- ‘ 
вом пары (Р, Р"). Полученная таким образом в точке 0 сила Р’ разлагается на 
силы Ои ©’, действующие в точках опоры И и В по направлелию перпендикулярному 


т 


...-..—--4> 


` 
св: 7 
7 
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к пзоскооти МИ и уничтожающиеся сопротивлением этой плоскости, таким образом у’ 
` нас остается только одна пара (Р, Р”). Для равновесия, следовательно, необходино, 
чтобы момент этой пары был равен нулю, т.-е. 
чтобы Р.96=0,— иными словаии, чтобы 26° 
равнялось нулю. Таким образом, для равно- 
весия тяоселою тела, имеющею две неподвиок- 
чые точки, необдодимо, чтобы центр тядкес- 
ти ею лежал в вертикальной плоскости, иро-. 
зодящей через прямую, соедуьяющиую две точ- 
ки опоры. . 

При этом заметим, что если. бы точка 2’ 
попала не между 4 и 8, а вне их,—в какую- 
нибудь точку С',—то разлатая силу Р’, попреж- 

Фит. 128. - нему, на две, мы нашли бы, что сила, дейст- 

вующая на точку 8, — уничтожается сопроти-- 

влением плоскости, сила же, действующая на точку И, окажется направлениой кверху 

и будет стараться все время вращать тело около центра 8,--а потому равновесия в этом 
случае не будет. . 

Третий опучай. Тело имеет три точки опоры. Здесь для равновесия необходимо, 
чтобы проекция центра тяжести на горизонтальную плоскость попала бы внутрь тре- 
угольника, образуемого линиями, соединяющини точки опоры. 

Вовьием, например, стол на трех ножках (фиг. 

. 129); тогда треугольник АВС и будет этим опор- 

о кым треугольником. Точка Е пусть будет проек- 

цией центра тяжести. Силу Р всегда можно раз- 

пожить на три силы ©, ©’и ©)”, действующие в 

точках И, Ви 6. Эти сихы уничтожаются сопро- 

тивлением плоскости, и тело будет в равновесии. 
Определим величины этих сил © 0'и 0". 

Соединим вершины треугольника 186 с про- 
С ‘екцией центра тяжести Е и докашем, что ° 


Ю 
1 9 ее 
флг. 129, площ. 4 ЕСВ площ. 4 Е46 `` площ, 4 ЕАВ 


д -- 


9 


Из точек А и Е опустим перпендикуляры й и ' на прямую В6 и напишем, что момент 
равнодействующей Р, относительно оси ВС (обозначим ее через =} равен сумые момен- 
тов’ слагаемых сил, т.-е. что 


т, (Ру=т, (@)--т, (9-Е, (9. 


Посмотрим, чему равняются вее эти слагающие моменты. Так как силы О’ и 0” про- 
ходят через ось, то моменты их относительно этой оси равняются нулю; что же ка- 
сается моментов сил Ри 0, то они выравятея так: 


т, (9 =— 6, 
т, (Р)=— Ри. 
Подотавняя эти значения моментов сил © и Р, получим: 
Ри = 9, 


— 9401 — 


откуда 
Р_й 
и 
1 
Помножив числителя и знаменателя второй части наз ВС, получим: 
1 
Р 586-В 
т , 
зе. ‚ 


но произведения | 8С.й авс. представляют собою площеди треугольников АВС и ЕВС, 
так что будем иметь; у 


Р _ площ, Л 48С ' 
9. площ. 4 ЕВ 

этоюда, ‚ 

у 

плот, 4 ЕВС 

9— Ро, д #8С` 


Подобными же формулами выравятся и силы О’ и ©" 


@= площ. 4 ЕАб 

у —- площ, А #86? 

‹ . 9" площ. 4 ЕДВ 
—^ площ. 4 486" 


Таким образом, всякая силе, приложенная к вершине, составляет такую же часть 
силы Р, какую площадь малого треугольника, прилегающего к противоцоложиой 
второне, составляет от площади всего треугольника. 

Положим теперь, что Е попадет вне треугольнвка АВС (фиг. 130). Тогда силу Р 

можно разложить на две силы, @и №, действующие 
Е на точке И и-М, при чем сила © будет направлена 
н_.- вверх. Силу Е можно разложить на 0’ п (", дей- 
ствующие в точках В и ©, направленные вниз и 
упичтожающиеся сопротивлением плоскости, сила же 
\ 0 будет двигать тело, стараясь все время врещаль 

\с его около оси 86 и, значит, равновесия не будет. 
? 

р 

1. 
1 
16 


ХР 


Нтак, в данном случае для ‘равновесия тела, 

имеющею зпри зпочки опоры, необходимо, зипобы 

с” проенция центра тяоюссти на зоризонтальную плос- 

Фиг. 130. вость находилась внутри треуюльника, образуемото 
линиями, соедицяощими почки опоры. 

Выведелное нами условие равновесия тела, имеющего три точки опоры, остается 

«праведливым и для тела, имеющего сколько бы то’ни было точек опоры, лить бы 

мх было не менее трех. 
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Момент устойчивости. 


8 47. Определение. Предположим, что мы имеем какой-иибудь параллелепицед. Пусть ' 
цеятр тяжести его находится в точке 0 (фиг. 181); в этой точке можно считать при- 
ложеиным вес параллелепипеда Р. Пусть далее на 
это тело действует горизонтальная сила Н, кото- 
рая отремитея опрокияуть его, вращая около ребра. 
$е. Спрашивается, как велика должна быть эта 
сила, чтобы ода могла опрокинуть параллелепи- 
пед, т.-е. повернуть его около неподвижной оби 6с- 

Для равновесия таного тела необходимо, 
чтобы сумма моментов всех действующих сил от- 
носительно оси $е равнялась нулю, т.-в. необходи- 
мо чтобы: 


^—_Р.а+ Н.В, 


.Р.@ 
Если сила Ы будет больше, чем-,_, 10 ола опронниет тедо; воли же сила И 


Р.4 
будет меньше, 10 она опрокинуть тела ие оможет. Тавим образом, тело будет 


тем устойчивее, чем больше произведение Р@ и чем меньше #. Произведение 
Ра называется моментом усто йчивости, Следовательно: ломенияом устойнивости 
называется произведение из веса тела па перненди- 
хуляур, отушёниый на сторону основанья из проек- 
чин цетира тяжести па плоскость основания 

Если проекция центра тяжести отетонт от сто-. 
рои основаиия на различных расстояниях, то ва. 
расчетный‘ перцендикуляр @ следует прииять наи- 
мельший из пернеидикуияров, опущенных из точ- 
ки С иа стороны осиования. Например, на’ фиту- 
ре 132 за пернендикуляр надо принять 06 =й,„„ и 
тогда: 


Фиг. 132; 


т_Р.4.ь _Р.06 
О Ё й 
Ив сказанного видно, что горизоитальная сина, которую надо употребить, чтобы 


опрокияуть тело, должна быть пропорциональна моменту устойчивости и 


| 


*) Если контур данного тез криволинейный, то надо опустить перпенднкуляры на касательные к кря- 
вой, проведениые в различных ее точках, н выброть из этих пернендикуляров паименьшяй. 

Если геометрические связи препятствуют опрокидыванию тель в иокоторых направшениях (папр., пза- 
ино, приставлениое к степе, может опровинуться лишь внутрь комнаты), то п1езом моменте устойчивости 
будет служить панмепьшее из расстояний & до прямых, около которых тезо может опрокипуться. Если, паяр., 
тео с оспованиех АВДЕГ (фиг. 132) может опрокндываться только около ребер ХЕ я ЕЁ, то в момепт- 
Хстойчивости пужио вводить пе изезо @„и-— 08, а плеч ОЖ. 
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обратно пропорциональна высоте точки. приложения этой силы от 
опорной горивонтальной плоскости. 

Необходимо заметить, что „момент устойчивости“ еще не характеризует „устой- 
чивости“ тела ло отношению к опрокиды- 
званию. Веем извеетно, что предметы,. хотя 
и тяжелые, но высокие, опрокидываются 
весьма летко, тогда как предметы низкие 
опрокинуть довольно трудно, хотя момент 
устойчивости у последних может быть и 
меньше; чем у первых. Дело здесь’ в том, 
что тело окончательно опрокидывается 
лишь тогда, когда проекция центра тя- 

Фиг. 132. жеети его выйдет за предел периметра ов- 

нования тела. Угои же наклона, при кото- 

ром это делается, завнсит от высоты центра тяжести. Это ясно видно из фигуры 139’; 

высокий паралиеленипед (Т) нужно наклонить очень немного, чтобы ‘он далее сам стал 

опрокидываться; низкий. же паралиелепипед (11) следует наклоннть для этого значитель- 
но больше. > 


$ 48. Признан устойчивости Мебиуса для свободного 
тела, находящегося в равновесии под действием параляель- 
ных сил. Вообразим свободиое твердое тело (фиг. 133) 
находящееся под действием постоянных по величине 
сил, имеющих постояниые точки приложевяя в теле п 
направленных в ту нли другую сторону параплельно 
некоторой данной прямой в пространотве. Проведен ось 
02 прямоугольной системы координат паралиельно пя- 
правлению’ упомянутой прямой и условимся называчь 
буквами Й с соответственными зналками проекции 
сих Р па 06ь 02, а через 2 с соответственными знал. 
ками- координаты точек ‘приложения этих спл. 
При этом силы Р, Р,, Р.,.., направленные вверх, 
будут иметь положительные проекции, а силы 
у Фит. 183. . Р,Р’,Р,,-.., направленные вниз, — отрицатель. 
. у ные. 

Признак Мебиуса состоит в следующем. Юли 3й2>0, то равновесие будет 

устойчивое; если оке 7. <. 0, то равновесие будет неустойчивое *). 
Чтобы доказать высказанное положенне, заметны, что при равновесии тела 


силы Р, Р, Р,..., действующие вверх, но параллельно оси 02, должны приво- 
‘диться к равнодействующей Й, которая должна быть равна равнодействующей В, сил 
Р.Р, Р.,..., действующих вниз, при чем обе силы В и А, должны быть напра- 


влены в противоположные стороны по прямой 48, соединяющей их точки прино- 
жения Аи 8, , 

При этом может быть два случая: 1) точка А находится выше точки 8, и силы 
Ви В, стремятся раз’единять точки И и 8; 92) точка А лежит ниже точки 8, и 
силы Ви В, стремятся сблизить точки А и 8. 

В первом случае равновесие будет устойчивое, потому что тело при выходе 


*) Суммирование раовростраляется здесь па все действующие нё тело оплы. 
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из положения равновесия, будет находнтся под действием пары (2, Ё,), стремящейся 
вернуть его в полошение равновесия, как это видно на фигуре 134. 

Во втором случае равновесие будет неустойчивое, потому что при выходе из 
положения равновесия тело будет находнться под действием пары (№, В), стремя- 
щейся вое более и более удалять тело от полошения равновесия, как это видно на фи- 


Фиг. 131. 


Посмотрим теперь, как выражбется аналитически то условие, что точка А вани- 
мает более высокое полошение, нежели точка 8. Назовем через 2, 2’ координаты то- 
чек Аи В п пишем известные формулы координат центра параллельных сил: 


_ Р.2--Р,.9-- Р. 
> Е 


Замечая, что В = В,, составляем разность: 
57 Р.. + Р,.а--Р,.. —Р,..—Р..--Р,. а, 
"— Е 


Подставляем сода: 
Р=й; Р, =2; Р,=7,; 


получаем: 


Если Х72>0, 0 #>2, и равновесие етой чиво; воли ше 2720, то 2<#, 
равновесие неустойчиво, что и требовалось доказать. 

Для несвободного твердого тела признак устойчивости Мебиуса не имеет силы. 
Напр., дня стола с положенными на него грузами будем иметь У72<0, но равновесие 
будет устойчивое, Причина этого заключается в том, что силы действующие на ножки 
стола от земли, нельзя считать за постоянные; при стремлении стола наклониться, положим 
влево, давление на левые ножки возрастает а на правые уменьшается. Благодаря этому 
точка приложения равнодействующей опорных реакций перемещается в теле и указанные 
выше соображения относительно неравенств УЙ2 20 утрачивают ‘свою силу. 


*) Нь фиг. (35 буквы А и В нужно первотевить одну на место хругой. ‚ 
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Теория. весов. 


Вевы обыкновенные. 


8 49. Чувствительность весов. Допустим, что АВ (фиг. 136) есть коромысло весов. Пусть 
затем Аи 8 будут точки привеса, точка 0— точка опоры, 8 — центр тяжести коро-- 


Фиг. 136. 


мысла, Р— вес каждой чашки, О -— вес коромысла, 08 — 
стрелка, М! — шкала с дедениями, показывающими укяо- 
нения етрелки от вертикального положения 00. Если весы 
устроены правильно, то коромысло АВ при равных на- 
грувках примет горизонтальное положение, Вадо’ 
заметить, что точки привеса А и В и точка опоры 0 дол- 
жны быть на одной прямой, 

Если`на одну из чашек весов, например, иа А, но- 
ложим какой-нибудь груз р, то вся система выйдет из 
первоначального положения равновесия, и весы черев ие- 
которое время после более или менее долгого качания, 
придут в равновесие, —коромысхо весов примет некоторое 
новое положение равновесия А'Ё'. 


Для этого положения равиовесия иеобходимо, чтобы соблюдалось усяовие: 


т(Р)-- т (9) -® (Р-р) =0. 


За центр моментов примем точку 0. Тогда: 


т (Р-- 9) = — (Р--2).06, 


но 06, из треугольника 00’, выражается черев 4'0.с0з 06. Обозналим 4'0(—А0) че- 
рез Г и угол 4'06,—угол отклонения коромысяа, через ф; тогла: ” 


08 = Г, совр, 
т(Р--)=—(Р-- 9). 1.608, 
т(Р,) =Р,.0н= Р.Г с08Ф, 
1 (9) = @.0Е = 9.6, 


тле 9 = 06 = 06, и, следовательно: 


или 


откуда: 


` 
Р.Г, с0зф + 9.0 3тф—Р. Р.с03ф —тв.1,608ф =0, 


0.93тф = р.Г008ф, 


Помножим последиюю формулу на }— длину стрелки 00, — получим: 


2.11 
19 Ро 


; следовательно: 


Это и есть формула, определяющая чувствительность весов. Она дана Эйлером. 
Из нея вндно, что чувствительность весов: у 

1. Прямо зропоруиональта дание коромысла. 

2. Прямо пропорциональна див стрелки. 

8. Обрелино пропорциональна фасапоятио центра тяжести коромыела от почки 
опоры (близость эта ‘имеет, впрочем, иснопорый предел). 

4. Обратно пропорциональна весу коромысла. 

Было бы ошибочно думать, что чем длиннее коромысло, тем точиее происходит 
взвешивание, Слишком длинные. коромысла также обладают недостатком, они проги- 
баотся. 


Десятичные вевы. 


8 50 Определение. Кроме обыкновенных весов, весьма часто употребляются деся- 
тичиые или мостовые весы. Десятичными они называются потому, что на 
них данный груз, положенный иа платформу весов, уравновешиватот на чазнке гирею, 
в десять раз меньшею ло весу, вследствие чего эти весы особенно удобны для взве- 
шивания больших хрузов. Мы рассмотрим десятичные весы двух родов. 

- 8.51. Десятичные весы первого рода. 
К короткому плечу &6 (фиг. 137) под- 
вешены два стержня Аф и бе, соединенные 
шарнирами с рычагами ба и с, точки опо- 
ры которых лежат в аи 4, Ва рычаг аб 
опирается платформа, на которую кладут 
взвешиваемый груз Р. К длииному пле- 
чу &$ привешена чашка 60, на которую. 
кладут гири до тех пор, пока не наступит 
Фит. 137. равковесие, Рычаг $К/б расчитывается та— 
* ким образом, чтобы вес гирь, положенных 


1 
на чашку, равнялся 16 2 и чтобы равновесие ие зависело от положения гру- 
за на платформе. Это требование удовлетворяется, когда, 


. $ = 107К, еее нт а + (1 
и когда ; 
Кб КР: т еее: . (2) 


* Докажем телерь, что ирл существовании указанной пропорции 

1} во время колебаиия коромысла платформа а будег лередвигаться параллельно 
самой себе, т,-в., если она сначала лежала горизонтально, то и нри всяком накло- 
нений коромысла она останется горизонтальной, —и 

2) груз, положенный на произвольную точку платформы аё, будет производить на 
коромысло то же самое действие, как если бы он был привешеи непосредственно к 
точке РЁ коромысла, т.-е., что положение груза на платформе не имеет никакого значення. 

Положим, что Кб-=п.КР, тогда, в силу сделанного ками предположения 4 = вт. 
Пусть при отклонении коромысла точка К проходит з дюймов; тогда на столько же 
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дюймоя и в ту же сторону подвинется и конец 6 стержня Р6 и рычага аё. Очевидно, 
что другая точка коромысла, точка 6, пройдет из дюймов; то же пространство пройдет 
и конец с’отержня сё, точка же т этого рычага пройдет пространство, в п раз мень- 
шее, т.-е. $ дюймов. Но вместе .с этой точкой передвигается и яторой конец а рычага 
аб. „Таким образом, выходит, что оба конца этого рычага или платформы передвигаются 
ка 5 дюймов, так что платформа, находящаяся в равновесии в горизонтальном 
положении, при вращении коромысла $546 около точки К, будет опускаться или подни- 
малься, оставаясь при этом в горизонтальном положении. В аналитической ме- 
ханике будет показано; что этот кинематический признак является признаком одинако- 
вого действия груза, где бы он ки был положен на платформу; но теперь мы обнару- 
жим это последнее обстоятельство, с помощью элемектарной статики. 

Разловим силу Р на две параллельные силы, Ри ХФ”, приложенные в точках 
аи 6. Силу Р", действующую на точку 6, можно перенести в точку Р. Силу Р’ раз- 
пагаем тоже ка две силы 2" и РП, действующие в точках 4 и с. Сила Р" уничто- 
ается сопротивлением опоры. Силу РГ перенесем в точку 6, при чем заметим, что. 
величина сила Р/” может быть найдена из пропорции: 


, РР": Р' == т: 4. 
Отеюда, 
Ф’.дт 


т — 
Р ве 


Назовем через х вес гири, положенной на чашку; для равновесия необходимо, чтобы 
сумма моментов всех сил, взятых относительно оси, проходящей через точку А, равня- 
лась нулю, т.-е., чтобы 

эк (п) тк (Р) + тк (РИ) ==0, 
или 
, —5.5-- Р".АР-- Р!". Кб =0, 
Но из пропорции (2) . 

КВ: КРАЕ ЯТ . - еее. + (2% 

инеем: ° 


р. З-Е РЕ РР КЕ. О, 


но в виду уравнения (3) 


бт вс 
— т. "КЕ. .— = 
2. 5-Е Р".КЕ-ЫР Зе - АЕ т 


т.-е. 
. (Р"-- Р). ЖЕ. 5, 
ИЛИ 
Р.КЕ- в. $, 
откуда принимая во внимание, что 
1 
РЗ, 


находим: 
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8 52. Десятичные весы второго рода. Имеем столбик ВИ (фиг. 138), опирающейся на 
подставку; к этому столбику на шарнирах прикреплеи рычаг Иб, один конец которого 
В 10 раз более другого. На конце рычага И привешивается чашка, на которую кладут 
тири. На другом конне рычага, в точке © при- 
креплен стержень соединенный в платформой АМ, 
на которую кладут груз Р. Стержень СЕ и стол- 
бик В\ соединены маленьким рычагом ВЕ, посредь 
ством шарниров 8 и Е. Условия равновесия этих 
весов состоят в том, чтобы четыреутольник ВОВЕ ‹ 
предетавлял собою всегда параллелограмым, а 
при горизонтальности рычага Аб—прямоугольник. 
Так так стержень с платформой составляет одно 
целое, то силу Р из. точки 0 можно перенести 
в точку © посредством силы Р, равной Р, и пары 
(р, Р"), 

Заменяем пару (Р, Р") эквивалентной ей иарой (9, 0") с плечом. 69, при чем 
одну из сил этой пары, @, приложим в точке 6 и направим по 86, а силу 0"— в точкс 
8 и направим по ВЕ. Две пары эквиваленты тогда, когда их моменты равны, т.-е. когдал 


0.68 = Р.а, 


так что сила @ связана с Р условием: 


Сила @ старается растянуть рычаг Аб и уничтожается сопротивлением точки опоры 
8; равным образом, и сила ©”, сжимающая рычаг ЕВ, уничтожается сопротивлением 
точки опоры Ё. Остается только сила Р” Если веб гири на чашке @ обозначим 2, то 
„лля равновесия необходимо, чтобы сумма моментов сил Ри 4, относительно точки 
опоры В рычага СИ равнялась нулю, т.-е, чтобы ‘ 


%.лВ — Р.В, 
отсюда . у 
ве 
°=Р. дв, 


но так как Р'’и Р равиы и 86:48 —=1:10, то долучаем что на этих весах также со- 
блюдается условие: 


8 53. Весы Роберваля. В 1667 году французский ученый Роберваль представил в 
Парижскую академию наук изобретениые им особого уетройства весы, которые долго 
потом рассматривались, как механический парадокс, ибо па них, кажущимся образом, 
равные грузы уравиовешивались' на иеравных плечах. Это кажущееся противо- 
речие было раз’яснено лишь в 1803 году знаменитым математиком Пуанво при помощи 
вгедениого им в науку учения о парах. 

Схема весов Роберваля такова: берется параллелограмы АВСВ (фиг. 139); составля- 
ющие его стороны соединены шарнирами; точки Ё и Е неподвижны. Е, параллелограмму 
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Ас перпендикулярно к сторонам АР и 86 прикрепляются два стержня 6А и &Ё. Дока- 
жем, что в каком бы месте стержней ни были приложены силы Ри В, в случае равно 
-Ы тр весия они будут ‘непременно равны. | , 
, 1 е. я Перенесем силу Р в точку 8; тогда мы лолучим 
Н {в силу Р', равную Р, и пару (Р, Х"). Эту пару заменяем 
7-9 эквивалентной ей парой (0, 0"); тогда имеем: 


9.8 ==Р.6ви, 


ру | Ь [Ь откуда 


вн 
9=Р.36. 


` Фиг. 189. Силу В точно также перенесем в точку И; получим си- 
. лу В, равную В, и пару (Е, Е"), которую заменим па- 
рою (8, 5"), эквивалентною первой, и потому: 


8.19 == В.Е, 
откуда 
КЕ 
Я=2- дв. 


Силы @‘я 5 могут быть перенесены в точку опоры Е, где оне и уничтожаются. Точно 
также силы ©” и Я” уничтожаются сопротивлением неподвижной точки А. Поэтому для. 
равновесия необходимо только, чтобы 


Р’.ВЕ= В. АЕ или Р'.6 = В.Ь - 
т.е., чтобы ы 


Р'= Е ши Р= В. 
Следовательно, если рычаг находится в равновесии, то: 
Р= 8. 


. Описанный прибор представляет тав называемый па- 
радоне Роберваля. Парадоксальность заключается в том, что этот механизмы ошибочно 
принимают за рычаг. Разница между ними состоит в том, что в даниом механизые про- 
странства # (фиг. 140), проходимые точками приложения грузов, в силу самого устрой- 
ства механизма одинаковы при всякой длине плеч, 
в рычаге же при различных длинах плеч эти простран- 
ства различны. ` 

Весы Роберваля имеют следующее устройство (фиг. 
141): к прямоугольнику, описанному выше, вместо ручек 
ВН и 1 приделывают чалики; В точке Е верхний стержень 
АВ проревываетея. призмой, ребро которой покоится на 
подставке, в точке же Е приделывают 0в0бое приепособ- 

` Фиг, 14а. ление для того, чтобы рычаг мог свободно поворачиваться 

в плоскости А8С0, но не мог отходить вправо или влево. 

$ 54. Весы для ‘взвешивания пряжи. Существенную часть прибора составляет хома- 
ный рычаг АВС (фиг. 142), части которого АВ и 86 составляют прямой угол. Рычаг 
этот может вращаться около оси В, перпендикулярной к плоскости чертежа. На часть 
вс рычага наваживается массивная пластиика Ё, служащан для того, чтобы рычаг под 


`Фиг. 140. 
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злиянием собственного веса возвращался в первоначальное положение 486. На конце 
А рычага имеется крючок, на который п подвешивается пряжа. Кроме рычага, на ост 
8 надето еще ушко И, за которое нодвешивается при взвешивании весь прибор, и шкала 
М, которая под влиянием собственного веса, будучи подве- 
шена за ушко №, всегда сохраняет одно и то же положение. 
На нижней стороне зтой шкалы нанесены деления по пря- 
мой линии; деления эти отмечаются стрелкой 6, приделаи- 
ной к нижней части рычага, 

Теперь допустим, что к крючку А мы привесили неко- 
торый груз х (пряжа); ст действия этой силы х конец 4 ры- 
чага АВ опустится, а стрелка С двинется влево п от- 
метит некоторое деление на циферблате. Пусть это новое 
положенле рычага есть А'В@'. Отметим точкою В первона- 

Фиг, 112. ` чальное положение центра тяшести рычага и сосредоточим 

в ней вес его С. При новом положении равновесия рычага, 

пусть точка 0 перейдет в 2’. Для равновесия рычага в его новом положении необходи- 
мо, чтобы;. 


ив (х) + тз(@) = 


Но 
энв(х) =5.ВЕ=5.9 6054, 


тде а = 8А' =ВА и а— угол отклонения рычага от первоначального положения. Затем: 


21з ((') =— @.ВК == — д. эта, 


тде 
. $ = 85' — ВВ; 
следовательно: 
2.0 605а == (0.9 зто, 
откуда 
#= 85 а. 
[2 


Но из треугольника ВСС’ имеем: 
фа=е0': 86 =у:4 


тде у= 60’ представляет число делений, пройденных стрелкою Вс при движении ее от 
первоначального положения б до С’, з 1=86 есть расстояние от точки В до шкалы 


Итак: 
96 9 в 


2 7.5 
а ‘Тв Г. ` 


Обозначан произведение —5075{. через А, получим: 


=.4.у. 


8 55. Безнен, Безмен представляет из себя стержень, имеющий на одном конце 
утолщение М (фиг. 143); вдоль этого стержня передвигается муфта 6, с подвешенной 
к одному ее концу чашкою Ё и приделанным к другому ве концу кольцом №, служащим 
для приподнимания всего прибора. Длина муфты = @. Пусть точка Ё есть центр тяже- 


= 


`х сти прибора, вес которого обозначим через (7. Обозначим через $ растояние центра тя- 
жести от точки опоры. * 

При взвешивании поступают так: груз 
кладут иа чашку Ё и передвигают муфту © до 
тех пор, пока прибор не придет в равновесие. 
На рычаге 15, по которому движется муфта (, 
нанесены деления. Для равновесия необходимо, 
чтобы: 


эт (2) т (@) =0; 


но 
Фит. 113. чих (2) == 2.9) тх(@) = @.5, 
<ледовательно: 
5.4 == @.5, 
откуда . 
й 6..5 
в=—^. 
- а 
Графоетатика, - 


56. Определение. Графостика есть отдел механики, в кстором указываются способы 
решения вадам помощью чертежа. Способы эти онираются на свойства многоугольников 
силового и нитяного. Этот отдел механики быш исследован в первый раз профессором 
цюрихокого университета Кульманом. Изложим вкратце основные свойства силового и 
иитянНого многоугольников. . 

$ 57. Свойства, силового многоугольнина. Если несколько сил действуют на одну ма- 
териальную точку, 10, как известио, равнодействующан выразится, по величние и на- 
правлению, замыкающей стороной разомкнутого миогоугольника, стороны которого 
равны и параллельны слагаемым силам. Многоугольник этот называется силовым, 
Если все силы будут уравновешивалься сами по себе, то многоугольник будет зам- 
внутым, Поэтому, если имеем несколько сил и построенный на иих многоугольник 
<казывается замкнутым, то можно заключить, что силы, действующие на точку, урав- 

. новешиваются сами по себе. 

При помоши силового многоугольника решаются 
задачи, в которых даниые оплы пересекаются в одной 
точке. Таковы три пиже приводимые. 

1. Дано несколько сил, пересекающихся в одиой 
точке; требуется уравновесить их двумя силами, 
ямеющими данные направления. 

Пусть даны силы Р, Р,, Р., Р, (фиг. 144) и на- 
правления искомых сил хх, ‘уу. Для решения задачи 
строим мяогоугольник аРР,Р.Р. (6) п через концы его 
проводим линии ак и 6/, параллельные данным папра- 
влениям. Пусть эти лидин пересекаются в точке с; тогда, 
. фе п саи будут искомыми силами, потому что они имеют 
ту же равнодействующую, что п данные силь,—только равнодействующая эта направле- 
на в противоположную сторону. Задача эта возможиа тогда, когда хх и ‘уу пересекаются; 
мы будем всегда полагать, что данныя направления лежат в одной плоскости. Заметим, 
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что мы всегда будем называть начало силового миогоугольника черев а, а конел, 
через $. - .` 

2. Уравновесить данную систему син, пересе- 
кающихся в одной точке, двумя силами, име- 
ющими даииую величину. : 

Построим из данных сил Р,,Р,,Р‚,Р, (фиг. 145} 
силовой миотоугольник а Р.Р,Р,Р, (6). Из коицов его» 
аи 6, проведем даиными силами, как радиусами, 
дуги и определим точку их пересечедия с; 6 и аи 
будут те ‘направления, которыя надо дать заданным 
по величине силам Ои В. Так как дуги кругов раз- 
дых центров пересекаются вообще в двух точвах 

Фиг. 145. То задача имеет два решения. 

3. Уравновесить систему сил, действующих из. 
данное тело и пересекающихся в однойточке, двумя силами, из которых одиа имеет 
данное направление, а другаяданную величину. ‚ 

Построив пз данных сил (фиг. 146) си- 
ловой многоугольник аР,Р,Р.Р, 6, проводим 
ив точки а линию, паранлельную данному 
направлению, а из точки $ силою В, как. 
радиусом, описываем дугу, которая пересечет’ 
проведенную прямую, положим, в точке с. 
Соединив с и $, получим два искомые векто- 
ра, бе и са. Но так как дуга может пересечь. 
направление ас в двух точках (в точках 
спс), то эта вадача имет вообще два ре- 
шения, 

Заметим, что рав мы задвемся положе- 
нием точки, то в каком бы порядке мы ни 
пользовались нашими силами для построев- 
ния многоугольника, начиная с вершниы а, 
положение точки 6 от этого порядка ие зависит совсем, —оно определяется лишь ве- 
личинами самих сил. Если, иапример, вместо того, чтобы 
строить иногоугольник аР.Р.Р.Р, 6 в порядке Р,,Р„,Р,,Р., 
мы построихи бы многоугольник аР.Р.Р.Р, 6 в порядке 
Р,Р,Р,Р,, при той же' исходной точке а, то конец по- 
следней сизы непременио упрется опять в ту же точку 6. 
Форма многоугольника изменилась, ио точки ‘а и $ оота- 
лись те же. 

Равемотрим иесколько вадач, которые рептаются но- 
мощью одного силового многоугольника, 

Задача 1. Определить силы сопротивления, которые. 
развиваются в подпятнике и шейке журавля, поддержи- 
зающего ›иекоторый груз. 

Положим, что посредством вуравля Е (фиг. 147) под- 
нимается груз Р, Сопротивления опрокидыванию журавля. 
развиваются станниой в точках И и 8. 

Сопротивление в точке А будет перпендикулярио к поверхности шейки, направле- 


В 
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зине же сопротивления в подцятниее В пока неизвестно. Пусть вес журавля будет @ п 
злусть он приложен в цеитре тяжести 0. Складываем силы @ и Р по правилу сложения 
зарадхельных сил, подучим таким образом равнодействующую (Р-Р @), приложеиную 
в некоторой точке Е. 

Перенесем точку приложения вилы (Р-|- @)) в точку а. Сопротивление, развиваемое 
точкой 4, может быть перенесено также в точку а. Окладывая эти две силы, мы должны 
получить некоторую равнодействующую, которая должна уничтожить силу сопротивле- 
‚ния, развивающуюся в точке 8,—в противном случае равновесия не будет. Значнт, 
‚соединив В са, мы и получим напразление сопротивления, развивающагося в точке в. 

Теперь задача приводится к следующей: данную силу (Р-|- С)‘пужно уравновесить 
двумя вилами, имеющими даниыя напразления а/ и Ва. Чтобы ее решить, приводим из 
конца силы (Р-} 6), т. в. из точки 6. прямую линию, параллельную направлению Ва, 
до пересечения с направлением Аа; тогда получим замкнутый треугольник абс, где 
42 == № и есть сила сопротивления, развизаемая точкою 6, а са -= № —сида сопротивле- 
ния развиваемая точкою Я. 


Задача 2. Решить ту же задачу хдя журавля другого устройства, где стойкой слу- 
хвит усеченный колус, так что образующие его сходятся в вершине копуса, 8. 

Этот конус опирается иа другой конус, в точке же 
В (фиг. 148) находится точка опоры. Означим через @ 
вес журавля и через @ — вес поддерживаемого груза. 
Сопротивления будут развиваться в точке 4, где сопро- 
тивление будет перпендикулярно конической поверхно- 
сти, и в точке 8; направление сопротивления в послед- 
ней пока неизвестно. 

Для решения задачи поступаем совершенно так же, 
как и в предыдущем примере, т.-е. складываем силы 
О и 6; получаем равнодействующую (@-- 6);, продол- 
жаем направление сопротивления №, развивающегося в 

Фиг. 148. точке И, до пересечения в точке а с силою (9 -- 6), 

и переносим в иее как сопротивление №, так и силу 

9+ в. Заключаем, что направление в точке В должно пройти и через точку а, а по- 

‘хому задача сводится опять к разложению силы (9-|-() на две, имеющие С Днные на- 

правления Аа и а8. Чтобы ‘определить эти искомыя силы, из точки $ проводим парал- 

лель Иа до пересечения © направлением аВ в точке с; из полученного /\ аёс имеем 

Фес = М— силе сопротивления, развивающейся в точке И, и са = №.— силе сопротивле- 
ния, развивающейся в точке В. 


Задача 3. Обелиск АВ (фиг. 149) должен быть поставлен на пьедестал силою Р,, 
{данной по направлению и приложениой к его верхней оконечности) посредством враще- 
ния около ребра А ослования обелиска. В‘каком направлении должна быть ‘приложена 
„еила Р даниой величины в точке обеляска 4, чгобы пьедестал АЁ подвергался только 
одной вертикальной силе давления и, тавим образом, не мог бы опровинуться. 
` Если продолжать направлеиие силы, веса обелиска, — проходящей через дентр 
‘его тяжести 6, до пересечения с направлением силы Р, в точке а, то для равновесия 
необходимо, чтобы направление равнодействующей сил Р, и © прошло через точку А; 
‘т.е. совпало бы с ай. Эту равиодействующую легко найти, если перенесен силу @ в 
точку пересечения а, а из конца ея $ проведем линию зл7, параллельную Р, или В, до 
пересечения с а/ в 2; тогда ст и предетавит по величине силу Р,, сила`же аш будет 
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силой равнодействующей. Теперь задача сводится к следующей: требуется силу ая“ раз-- 
ложить на две, из которых. одна, должна иметь данную величину Р, а. другая—верти- 

. кальное направление. Чтобы решить эту задачу; из. точкть. 
т проводим вертикальную линию, & из точки а, как ив. 
центра, описываем дугу радиусом, равным силе Р; эта. 
дуга перееечет вертикальную линию, вообще говоря, в. 
двух точках си с". Соединив эти‘ точки с точкой а, полу: 
чим искомое направление ас (ПЛИ ас’) нашей силы Р. В; 
точке А мы должны приложнть силу, которая уничтожила,. 
`бы ‘составляющую Р, чтобы пьедестал подвергся одной; 
только силе вертикального давления. Эта сила будет иметь. 
направление, противоположное ас пли ас', и в точке А бу- 
дет иметь место одно из.двух сочетаний еил о и Р;, 
представленных на нашей фигуре. 

Задача 4. Меоднородная палочка АВ (фиг. 150). опи-- 
раетёя своими концами на две плоскости КЁ и АМ, накло.. 
нениые к горизонту под углами х и А. Определить мест с» 
центра тяжести этой палочки и силы еопротивления птос-. 
костей в точках И и 8. 

Цусть вес палочки равен Р, а силы сопротивления 
приложены в-точках А и 8 и перпендикулярны к плоскостям. Продолжим направления 
этих сил до их пересечения в некоторой точке 0. Чтобы палочка находнлась в равнове- 
сии, эти силы должны уравновесить собою вес палочки Р. 


о 

р следовательно, иаправление вертикальной силы Р должно. 
Е # | пройти через точку 0. Пересечение палочки е направлением. 
и Ур ситы Р дает точку 6, которая и будет центром тяжести. 

т палочки. Чтобы получить давления в точках И и В, силу 


хм Р нужно равложить по направлениям ОА и 08; тогда по-- 
лучим силы давлений №. и Р», а также и противоположные. 
им силы сопротивления плоскостей Мл и Ма. 
$ 58. Свойства нитяного многоугольнака. Положим, что’ 
нам дано сложить две силы, Ри Р" (фиг. 151), лежащие- 
`в одной плоскости и приложенные в точках е' ие". Эти 
. . силы можно было бы сложнть по правилу параллелограмма, 
перенеся их в`точку их пересечения: Но ‘мы применим новый способ, который прило- 
жим одинаково как для сих пересекающихся, так п для сил параллельных. 
` Состолт он в следующем: берем на плоскости точку а, проводим через идее линаю 
са, параляельную силе Р’, и откладываем величину ас, равную Р; из точки с приводи» 
сё параллельно силе Р” и откладываем сё = Р". Соединяя а с &, получим равнодействутю- 
шую,Р. Определим теперь точку приложения этой равнодействующей силы. 
Для этого берем произвольную точку 0, которая называется лолюсом силового 
многоугольника, и соединяем се © вершинами силового треугольника абс. Потом берем 
‚В сторове‘точку А и проводим через нее АА | а0, до пересечения © направлением силы 
ТР, в некоторой точке &'._Далее, через К’ проводим АК” параллельно с0 до пересечения. 
с направлением Р” в точке К", и, наконец, через точку К” проведем К" В параллельно 
80: Получим иекоторый разомкнутый многоугольник АК’К"8, называемый нитяным 
многоугольником. Для определения точки приложения равнодейетвующей сил Р’и Р*- 
нужно лишь продолжнть крайния стороны этого многоугольника, т.-е. АА” и ВК" до ие- 
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рееечения их между собою в точке А. Полученная точка и.будет искомото. точкою при- 
ложения равнодействующей; через нее. проводим линию АЕ; параллельную аб, и отложим 
КЕ —1а6. Таким образом, получим КЕ =Р, ровнохействующую сил Ри", приложенную 
в.точке &. . 

Докажем справедливость вышеуказанного сложения сил. Перенеся точку приложения 
силы Р’иве’в К’, разлагаем эту силу на две слагающие', из которых одна имела бы 
направление А’, а другая — К". Разложение 
делаетея помощью треугольника абс; при этом 
находим, что сила Г’ разлагается на силы аб 
и 0е, которые будут. действовать по направле- 
ниям, указанным на чертеше стрелками. 

Потом. силу Р", перенеся из точки в” в &", 
равлагаем на две, из которых одна была бы 
направлена по 8К", а друРая по К’ К*; это дости- 
тается посредством треугольника с0ё. Искомые 
вилы с0 и. 06 будут действовать по’неправле- 
ниям, указанным на чертеже стрелками. 

Тавим образом, вилы Р’и 2" мы заменили 

Фит. 151. ° четырьмя силами, из которых две равны между 

собою, -- каждая из них равна 0е и действует 

по одной и той же прямой К'К" в противоположные стороны; значит, они уничтожаются, 

иу нас осталотся силы, действующия по направлениям ИК’ и ВК”. Перенеся последие 

в точку их пересечения К, можем сложить их с помощью‘ силового многоугольника а06, 

из которого видим, что равнодействующая выразится ‘вамыкающей стороною ‘этого тре- 
утольника, т.-е. длиной аб, Что требовалось доказать. 

Теперь мы можем пояснить, почему многоугольник ИК’К"В назван нитяным. 

Если предположим, что силы Ри Р" действуют не на твердое тело, & на некото- 
рый стержневой многоугольник АК’ К” 8, вакрепленный неподвижно в точках Аи В, то 
увидим, что такой многоугольник будет находиться, на основании предыдущего, в ра- 
вповеспи, так как сторона &'&" будет находнтея в равновесии, вследствии действия на 
нее двух равных сил, направленных в противоположные стороны; силы же, действую- 
щие по направлениям сторон ИК” и 8К", также уничтожаются, благодаря неподвижности 

точек И и 8. Заменив стержневой многоугольник , 
нитяным, увидим, что он танже будет в равно- 
` весии, при чем можем определить ‘силы действу- 
ющие по сторонам этого миогоугольника, как си- 

лы натяжения соответственных его. сторон. 
Иногда случается, что силы стараютея не 
растянуть тело, а сжать его; тогда следует 
предположить. что звено представляет материаль- 
ную линию, которая не может сжиматься. В пер- 
вом случае, т.-е., когда сила стараетея разорвать 
звено, она называется силою растяжения, & во 
Фит, 159, втором случае сплою сжатия. у 

Предложенный с0060б сложения сил будет 
одинаково "удобно приложим, будут ли силы пересекаться, или они будут параллельгы. 

На фигуре 153 даны способы сложения сил пераллельных, направленных в одну 
сторону, а на фигуре 153—в противоположные стороны. Заметим, что нет надобности 

. 8" 
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доказывать приложимость способа нитяного многоугольника для случая сложения парал- 
лельных сих; наоборот, умея складывать их по способу натяного многоугольника, можно 
доказать, что точка приложения равнодейст- 
вующей двух нараллельных сих делит раз- 
стояние между точками приложения соста- 
вляющих обратно пропорционально этим но- 
следним. 

В самом. деле; из подобия треугольника, 
КК (фиг. 153) с треугольником а60 и тре- 
утольника К”/’ с треутольником с0ё, можно 
написать: 


К. 6 _ В м _ в _ 0 
Фиг. 153. К 


Из этих равенств следует, что; 


К'1.60 = П.Ж, 
1-60 = 9.1", 
откуда . 
В.К О", 
ЛИ ° 
ви. 
90. К 
'Из последнего уравнения получаем: 
Вто ии. 
. ” [8] Жо 
ИЛИ 
. р _ жи" 
ют’ 
откуда находим: . 
. о” ас) ^ р _ 9 Е 


КО * 


Т.-е. уже известное вам соотношение между 
силами и раестояниями их точек приложения. 
; Приложим трафоетатическое правило 
сложения сил к сложению двух равных па- 
раллельных сил, направленных в противолож- 
ные стороны, Такия силы, Р'’и Р" (фиг. 154), 
составляют пару. Ириложпв вышеуказанное 
правило, увидим, что крайние стороны ни- 
тявого многоугольника будут параллельны, 
но не будут лежежь на одной прямой, п по- 
Фиг. 154, ` тому точкй приложения равнодействующей 
. отыскать нельзя, так как она находится в 
бесконечности. Кроме того, спловой многоугольник &сё — замкнут, следовательно, равно- 
действующая равна нулю. 


— 


Мы привели две наши силы, 2’и Р", к четырем силам, из которых Две уничто- 
жалтея, как равные, противоположно направленные по А’К".- ‘Остаются две силы, на- 
правленные по АК’ и ВК”. Эти вилы будет равны и направлены, как указано на чертеже, 
так как одна из них есть а0, другая — ‚ба (6). Силы эти составляют пару (©, 4"), ко- 
торая будет эквивалентна паре (Р’, Р"). Докажем это: . 

Перенесем силу Р'’изсв К; из конца ее Е проведем Еб || "К" и : соединим Ксб, 
аК”с Е; тогда площадь /Л ЕК'К" выразит собою половину момента пары (Р’, Г"). Но- 
кажем теперь, что площадь треуголькика 0А’К" выражает собою половину момента пары 
(@', 9"); Для этого продолжим направление силы Р” до пересечения с Еб в точке в 
тогда получим: 

АКЕб-- Даоб, 


так как оба треугольника имеют равные углы (соответственные стороны их параллель- 
ны) и К"ЕК'Е-=ас. Из разенства этих треугольников следует, что "6 0; но 
а0 — &' и. есть сила, входящая в новую пару; поэтому площадь треугольника К'А’би 
выражает половину момента пары (@’, 0"). Но площадь треугольника &'К" 6 равна пло- 
щадн треугольника А" А" Е, следовательно, момекты пар (Р’, Р") и (4, 0") мешду во- 
бото равны. 

Очевидно, что, меняя положение полюса, будем получать различные пары, но мо- 
менты их постоянно будут оставаться равными. 

С помощью нитяного и силового многоугольников можно сложить сколько угодно 
сил, лежащих в одной нлоскости. Положим, даны силы Г’, Р”, Р”,... (фиг. 155), при- 
ложениые в точках /’, {", Ё",..., и требуется 
сложить их. Для этого составим сначала сило- 
вой многоугольник ас4еф; затем возьмем произ- 
вольный полюе 0.и соелиним его с верщинами 
этого многоугольника. Далее строим нитяной 
многоугольник, для чего, по правилу, берем про- 
извольнутю точку А и через нее проводим линию, 
параллельную 20, до пересечения © направле- 
нием первой силы. Потом из полученной точки 
К' проводим А’ К” || 0е до пересечения со второй 
силою и т. д. Таким образом, найдем точки &', 
К, К",.:, и, соединив их между собою, получим 
нитяной многоугольник АКК" КТВ. ° 

Правило, служащее для определения точ- 
ки приложекия равнодействующей, состоит в том, что кадо продолжить край- 
вие стороны нитяного многоугольника до их пересечения в точке К. Полученная точка 
и будет искомою; величина же равнодействующей определится, как замыкающая ©тс- 
рона аё силового многоугольника, и на”равление ее будет параллельно этой последней. 
Итак, мы определити и величину, и направление равнодействующей силы. 


Для доказательства верности нащих операций перенесем силы Г”, Р", Р”, РТ в 
точки К’, &", К", К и разложим каждую из них по направлению соответетвующих 
звеньев нитяного многоугольника, Эти разложения уже сделаны помощью сплового мно- 
тоугольника, а именно; силу Р’ раскладываем на силу ад и 0с; Р”— на силы с0 и 04 
и т. д. Но силы, направленные по звеньям А’К”,К”К“ КиК", будут равны и противо- 
`положны, а потому взаймно уничтожаются. Осзанутся только силы, Действующие ‘по 


Таг. 155. 
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звеньям ИК’ и ВК!Г. Точка же приложения и величина равнодойствующей этих двух сил 
находятся именно Так, как это мы скаёали. 

В частном случае, когда силовой” мно- 
тоугольник будет. замкнут, вышесказанный 
с10боб приведет нас к равнод”Нетвующей па- 
ре, которою заменяется система сил. Вовь- 
мем для примера силы Р’, Р", Р" и Ри 
(фиг. 156); составим силовой многоугольник, — 
в данном случае он будет замкнут. Поступая 
по вышесказанному, найдем, что вся система, 
сил приведена к одной паре (©, @'), где 
© = 0 —= ©' == 06. 

$ 59. Равложение. сил: Помощью много- 
УГОлЬНикОв СПЛОВОГО и НИТЯНОГО МОЖНО ОДНУ 

Фиг, 156. . силу разложить на несколько других совер- 

шенио определенным способом, если дано не- 

обходимое Число условий, [которым должны удовлетворять искомые силы, Возьмем 
пример. 

Задача. Разложить еплу Р (фиг. 157) на две параллельные силы Р'и Р". 

Задача эта в такой формулировке будет неопре- 
деленна; если же требуется разложить данную силу 
на две так, чтобы эти силы. имели данные точки 
приложения {и К", №0 вопрос делается совершенно 
опрёделенным. ` 

Для решения соеднним между собою точки К, 

и К" и продолжим стороны ЖА’ и КА"; затем берем 
произвольную точку а н через нее проводим аб, рав- 
ную и параллельную силе Р; далее через точку а 
проводим линию, параллельную А’, а через $,—па- 
, раллельную ВК", и пусть они пересекаются в точке 

0. Если теперь через @ проведем. 0е | КК", то от- 
резов ас дает одну искомую силу. Р’, приложенную 

. в точке А’, а отрезок сё друтую искомую силу Р”. 

Справедливость такого способа монио доказать, ‚следующим обравом. Равложим силу 
Р на две силы, направленные по линиям АА’ и АК”. Это можно сделать помощью си- 
лового многоугольника 205; тогда сиха, направленная по АХ’ будет выражена по вели- 
чине и направлению линией аб; сила, направяенная по К"ё, будет 065. . 

Разлагаем потом силу ай на силу, направленную по "К" и на силу, параллельную 
иле Р. Это делается помощью сплового треугольника абе, из которого видно, что сила, 
направленная параллельно Р, будет равна ас. Точно также разлагаем силу 06 `поеред- 
ством треугольника с06 на силы 0е и 025. Видим, таким образом, что по ввену КК” 
Действуют две равные, но направленные в противоположные стороны силы, которые 
поатому уничтожаются, и у нас остаются две силы-—ас-и сё; параллельные р п при- 
ложенные в тойках К’и &". Эти силы и будут искомые. 


Фиг. 16т, 


$ 50. Графические условия равновесия. Положим, что имеем несколько сил, лежа- 
щих в одной плоскости, и требуется определить условия равновесия тела, на которое 
эти сплы действуют. Как известно, для этого равнодействующая. сила и момент разно- 
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„жействующей пары должны равняться нулю. Замечая, что момент пары равен вупю, 
звосда плечо ее равно нулю, заключаем, что для равновесия: 
1) силовой многоугольник должен быть замкнут, потому что только в этом слу- 
эчае равнодействующая равна нулю, п 
п 2) крайние стороны нитяного многоуголь- 
ника должны быть расположены по одной 
прямой, так как момент равнодействующей 
пары только тогда равен нулю, когда плечо 
равно нулю, т.-е. когда силы расположены по 
одной прямой, Рассматриваемый случай изобра- 
жен на фигуре 158. 
Если тело имеет неподвижную точ- 
ку, лежащую в плоскости’ онл, то для равно- 


вил проходила через данную точку, Графоста- 
. тичёски это приводится к тому, чтобы линия, 
параллельная замыкающей стороне снлового ино- 
тоугольника.п проходящая через точеу пересече- 
зния двух крайних сторон нитяного многоугольника, проходила через неподвижную точку, 


Фог. 155. 


$ 61. Приловение графсстатини к решению задач. Исследуем вопрое о равновесии 
1 окоящегоея на двух точках опоры горизонтального бруса с положенными на него раз- 
хичными грузами: найдем равнодействующую всех сил, а также давление на опоры би 
39 (фиг. 159). Пусть силы, действующия на него будут Р’, Р", Р", РГ", Р? и пусть они 
знрилежены ‘в точках п’, п", п" ан7, т. Чтобы найти равводействующую, складываем 

.- эти силы по общему правилу, для 
м &А, чего строим силовой многоугольник. 
Взяв произвольный полюс 0, сое- 
динзем его. с вершинами много- 
утольника, & затем строим нитя- 
ной многоугольник, продол- 
жение крайних сторон которого 
даст точку К приложения равно- 
действующей силы Р, равной по 
величине сумме сил 2%. Если те- 
перь продолжим силу Р до пересе- 
чения с брубом, то получим точку 
т, Е которой и будет приложена 
сила Р. 

Для определения давления в 
опорах би 0, снлу Р разлагаем на 
. . две силы, приложенные в точках 

Фиг. 159. Сид. Если определим эти силы 

и возьмем их в противоположные 

«зтороны, то на основании закона: действие ‘равно противодействию, найдем сопротивле- 

‘ние опор. Для. того, чтобы силу разложить на две такие силы, надо через точку В про- 

зести линию 0х, параллельную ЕР, до пересечения с прямой аб; тогда ах = № есть сила, 
авления наточку С, а 6х = № есть сила давления на точку 0, 


несия необходимо, чтобы равнодействующая всех . 
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Определом мемент пары, ломающ ок ь давном сеченни. Предположим, чтс» 


требуется определить момент ломающей пары относительно сечения 6. Для решения за-- 
метим, что часть бруска 66 находится под действием сил У, Р'иР". Ириложим в точке 
6 силы № их, Р. иР",, Р", нР",, соответственно равные и параллельныя силам 
х, Ри р”, но "обратные между собою; получни, таким образом, трн пары (№, №.) (Р' РР. 
(Р”, Р".,), равнодействующая которых и будет стремнться нзломать брусок; кроме того, 
в точие 6 окавываетея прилсженной равкоденствующая сил №,, Р. и Р",, которая 


стремится срезать его. 
Обозначим мсмент пары, старающейся изломать брусок, через ЛГ,—ои будет равен 


алтебранческой сумме моментов пар (м, №), (Р, Руа (Р", Р",), т.е. ИИ 
Ш М=\х.06 -Р.тб-Р".т а, 


Постараемся определить, чему равны эти момевты. Для этого проведем через в верти- 
каль н обозначим через / пересечение этой вертикали с ЕР, через /— пересечение с КА”, 
через $—пересечение с продолжением К’К” и через Т— пересечение” с ЕК’К. Дия определе-- 


ния момента Л№.66 заметим, что: 
А ТЕН подобен Л, хда. 


Пз подобия этих треугольииков мы можем написать, что отношение обнований к высе.- 
там будут равны, и, если тысоту треугольника хба обозиачим через й, то: 


ах: й == М: й == ИТ: 66, 


где 06 есть высота А ЕНТ, отсюда 


№. 66 =й.НТ. 


° Для определения момента Р’.т'6, заметим, что: 


Ак 75 подобен ав 


откуда: 
` Р’.тв=1.Т5. 


. . . й 
Наконен, момент Р”.т"б определится. из подобия треугольников К”Ё$ и 604, откуда: 


Р".т'6в =1.3Е, 


Подставляя полученные величины в уравнение (1), находим: 
М Ь ИТ 8—9. 


Из' полученного выражения заключаем, что момент ‘ломающей пары для какого- 
либо сечения измеряется вертикальной хордой нитяного многоугольника, соответствую- 
щей эзожк-отому сеченртю, а, ‘следовательно самое опасное место будет то, кото- 
рому собтветствует найбольшее значение хорды #. ^ . .. 


. $.62. Отыскание центра тяжести плосних фигур. При помощи графостатики легко оты- ' 
снивать центры тяжести площадей плоских фигур; при этом данная фигура может имете.. 
‘ось симметрии, но может и не иметь ее. Рассмотрим первый случай. у 

Для отыскання ‘центра тяжести площади такого. многоугольника, который нмеет 
ось симметрии, надо разбить ето на такие площади, положение, центров тяжести ко.- 


торых известны, и сосредоточить в них соответствующие веса. Потом сложить эти силы 
помощью нитяного многоугольника; продолжить крайние стороны его`и через точку пе- 
ресечения их‘ провести Яинию, параллельную силам. Точка пересечения ее с осью сим- 
метрии и будет центром тяжести. Для примера определим центр тящести поперечного се. 
‘чения двутавровой балки. 

Пусть ось симметрин этой ‘фигуры (фиг. 
160) будет {М. Определим центры тяжести всех 
прямоугольников, составляющих фигуру; оче- 
видно, что они будут лежать на оси симметрии. 
Сосредоточим в этих центрах тяжести рр ди 
веса их Р, Р"Р" и сложим их по правилу ни- 
тяного многоугольника. Пусть точка пересече- 
НИЯ крайних сторон нитяного многоугольника 
есть точка К; Еели проведем через точку К. па- 
раллель направлению сил. Р’, Р", Р"' и продол- 
жим ве до пересечения с осью симметрии, то 
полученная точка С и будет центром тяжести. 

Котда фигура не имеет оси симиет- 
рии (фиг. 161), то разбивают данную площадь так же, как и прежде, на несколько 
площадей, положение ‘центров тяжести которых можно легко найти, сосредоточивают в 
них соответствующие веса, и, дав им сначала ‘одно какое-нибудь направление, строят 
Нитяной многоугольник, 
продолжив крайние сто- 
роны которого,’ опреде- 
ляют точку приложения 
равнодействующей. На 
этой равнодействующей, 
или на ее продолжении 


Фиг, 160. 


данной фигуры. 
. сли ениам дадим 
какое-нибудь другое на- 
правление, то, повторив 
. предыдущие рассужде- 
ния, придем к заключе- 
Фик. 161. нию, что центр тяжести 
. должен лежать на линии, 
параллельной даниым силам н проходящей через точку ‘пересечения крайних сторон но- 
вого нитяного многоугольника, Значит, центр тяжести должен лежать в точке пересече- 

ния этих двух линий,—в некоторой точке 6. 


$ 63. 0 равновесии фери. Фермой называется сооружение, составленное из брусьев, 
соединенных с помощью шарниров. Точки соединения брусьев иазываются узлами. 
Количество шарниров в одном брусе может быть различио, но не менее двух. На фи- 
` туре 16% мы имеем ферму, каждый брус которой несет только два шарнира. Фигура 163 
представляет собою ферму, чиело шарниров которой на некогорых брусьях более двух, — 
как ианример, на АВ равно трем. В ‘дальнейшем мы ограничимея` рассмотрением только 
того случая, когда ‘на каждом ‘брусе фермы имеется только два шарнира. 


и лежит центр тяжести. 


° Если внешние ‘силы (включая и опорные соиротивления) приложены только в 
шарнирах фермы то все брусья фермы называются стержнями. `Еели же на некоторые 
брубья действуютсилы, точки приложения которых находятся не 5 шарнирах фермы, 
то эти брусья мы будем называть балками; точно также следует считать балками брусья, 
фермы, на которых три и более шарниров, как предетавлено на фигуре 168. 

Мы будем рассматривать только плоские фермы, т.-е.. такие, У которых. узлы, 8. 


фиг. 183. - Фаг. 163, 


<ледовательно, и все брусья находятся в одной плоскости; вместе с тем будем прини- 
зать, что все силы, Действующие на ферму, находятся в плоскости фермы. 

Фермы. ‘бывают, статически определенные и статически неопре- 
‚деленные. 

Ферма называется статически определенною, если от нее нельзя отнять 
ни одного бруска, не лишив ее жесткости (вообще, если от нее нельзя отнять ни одной 
<вяви, не лишив ее жесткости). 

Например, если ферма имеет жесткий узел, и мы, заменяя его шарниром, нару- 
шаем жесткость фермы, то ферма статически определенна. 

Когда ферма имеет лишнае связи, которые можно отнять, не нарушая ее шестко- 
сти, то она называется статически неопределенной. Например, шарнирный 
четыреутольник, перетянутый двумя диагоналями. , 

‹ Оставляя в сторонё рассмотрение статически неопределенных ферм, мы займемся 
выводом ‘условий равновесия плоских статически определенных ферм. 

Посмотрим, каково должно быть число брусьев статически определениой фермы, 
ели чесло ‘шарниров ее равно п. Предоставим. себе, что ив имеющегося у нае числа 
шарниров и взяты два и прикреплены на концах одного бруса. Таким образом, у нае 
остаются свободными и —? шарнира. Прибавление каждого нового шарнира к имеющейся 
У нас системе повлечет за’ собой прибавление двух новых брусьев. Таким образом, при- 
бавление » —2 шазниров вызовет необходимость прибавления 3(п—2) брусьев, что с 
имеющимся у нас ранее одивм брусом составит: 


2.в—2) +1==2.-8. 


Если свободная статически определенная форма находится под действиеин каких- 
хибо снл; удовлетворяющих трем условням равновесия в плоскости, то внут- 
ренние силы, действующие в ферме (силы растягивающие, сжимающие и силы сгибаю- 
щие брусья), вполне определенны. 

. Если статически определенная ферма не свободиа, то для определенности всех ее 
внутренних сил н опорных усилий надо, чтобы связи, стесняющие свободу ее переме- 
ящений, определялись условиями числом не более трех (трех данных параметров). 


` ‹ 
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Свявями, стесняющими свободу движения фермы, могут быть подвижные шарниры, ро- 
лики, катящиеся по плоскбсти и т. д. Например, один неподвижный шарнир и один ро- 
чик, катящийся по плоскости, нли три ролика, мосушие катиться по данным плоекостям. 
Если условий будет три, то три условия равновесия фермы, рассматриваемой как 
одио твердое тело, вполне ‘определят три силы опорных реакций. Если внешние связи 
делают ферму. не вполне несвободиой, и ‘число параметров, их характеризующих, один 
‘или два; то между внешними силами должно быть два. или одно соотношение, чтобы 
«было равчовесие. При этом, из общих условий равновесия определится одна или две 
-силы резкций связей. Существуют общие приемы определять вее силы растяжений или 
ежатий в стержневых статически определенных фермах. Мы. укажем здесь три таких 
общих приема: ` 
Т. способ Риттера; 
Ц. способ Кульмана; 
Ш. способ Кремона. 


Покажем теперь, что всякая ферма, зазлючающая в вебе стержни и балки, может 
Фъйть приведена к стероюневой ферме. 

Исследуя эту ферму по общим приемам и присоединяя затем ко всем балкам до’ 
бавочные растяжения, сжатие и сгибающие моменты, мы получаем окончательное раз- 
решение вопроса о внутренних силах, действующих в ферме. Еели мы имеем стержень, 
то он должен быть в равновесин нод эффектом двух спл, приложениых в шарнирах. 

Так как твердое тело под эффектом двух сии может быть в равновесии только 
тогда, когда силы равны, противоположны и действуют по прямой, соединяющей точки 
их приложение, то стержень мозеет быть только растянут или сжат. Если ке. мы 
ныеем балку, на которую действует сила, имеющая точку приложения вне шарниров (и 
эту точку приложения силы иельзя перенести в шарнир), то балка будет в равиовесии 
под эффектом сил реакции шарняров, которые, вообще говоря, будут направлены не по 
прямой соединяющей шарниры. Вследетвие этого, кроме сил растяжения или сжатия, у 
балки будут еще существовать моменты, ломающие балку в различных ее сечениях. 

Аля сведения задачи о ферме с балка- 
ми на ферму стержневую надо употребить 


о’ К 


‚ Фиг. 184. Фиг. 163. 


нижеследуюший прием. Па фигуре 164 ') представлена, ферма ИВОЕ с балкой 486 и непод. 
вищным звеном ДЕ, Сначала разлагаем силу Я (фиг. 164) из две параллельные силы `В 
н 0, приложенные в точкам 4 и 8. Найдя этн силы, прилагаем в точках А п В по две 


$) На фиг. 164 пропущена доаговель АО. 


— 14 — , 


равные п противоположные силы Ри Р’ Оп ©’. Силы Р’и @’ относпы к балке АВС, 
а сплы Ри О оставляем на ферме; мы получим тогда балку АВС, нагруженную силаин 
В, Р'и 0’, которые находятся в равновесин. Обозначая угол между осью балки (фиг. 
165) ин силой ©’, а следовательно и сблами Р’и ДП через а и, разлатая силу Р’на две 
ситы,--одну направленную по оси балки и равную 46, другую, ей перпендикулярную п 
равную АН — найдем, что сила 46 == Р'созх производит в части балки 48 рястяжение, а 
сита АН — Р'уйрх ломает балку в каждом ее сечение М моментом, равным Р'\н а. АМ в’ 
направлени, обратном движению стрелки часов. Ра- 
складывая таким же образом сплу Л на две: СК — 
по оси балки п СЁ, ей перпендлкулярную, получим, 
что сила СК== НЙ созя производит в части балки Вс 
ежатпе, а спла 02 — Е с05 2 отламывает часть балки 
СЕ в сечении Е моментом, равным Й 6 2.6Р в на- 
правлении движения стрелки часов. Графичееки весе 
ломаютине моменты представятся ордикатами треутоль- 
фиг. 160. ника АВСЕ (фиг. 166), при чем: * . 


ВЕ— Р' зи а.АВ == Вы а.В6. 


Решив подобные задачи для балок, надо будет перейти к определению сил растяжения 
ли сжатия стержневой фермы, в которой, кроме заданных сил, действующих на щар- 
ниры, прибавлены ко всем шаркирам (принадлежащим балкам) указанные добавочные 
силы Р, 0,... н т. д. Определив все сплы растяженний или 
сжатий в стержневой ферме, следует к тем брусвям, кото- 
рые предетавляли балки, прибавить добавочные растяжепия 
пли сжатия, которые были определены при предварительно 
нх рассмотрения, а также присоединить к ним соответствен- 
ные ломающие моменты. 

Пример. Пусть дана ферма. (фиг. 187}, брусья которой 
связаны шарнирами в квадрат АВРЕ со сторонамн АВ, 80, 
2Е, ЕЙ равными а. Точка В может перемещаться по плоско- 
сти ММ’ на катке 0, з шарнир точки А связан с вертикаль- 
ной плоскостью 40’. На балка фермы действуют две сплы, 
равные Ё и приложенные к балке АВС ‚в точке бик балке 
ВЕЕР в точке Р, при чем: . 


7 
д 8 Е АВ = ВС—а, ВЕ=-ЗЕЕаУ 8 
йе Й . 
| Сначала определяем опорные сопротивления. Опорная реак- 
я у ция \, развивающаяся в катке @, найдется из статических 
| условий равновесиия всей ферны, как рычага с точкой опо- 
о ры 4. Для этого напишом моменты. всех сит откосительно. 
тнг. 167 точки" А: 
эта (№) 2, 


та (Пе) =2.4А6 с0545° = ПТ. ауь, 


т (Пр) = П.Е П.аИ 
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я вставляем их в уравнение моментов: 


Фиг, 168. 


энд (м)-|-ата (В: ) Ната (Вь) =0. 


злаем подотановку; получаеи: 


№2 В.в/2-Вар 8-0, 


откуда окоичательно: 
№=2 К. 


Опорнуя реакцию в щарнире А найдем, приравнявщи нулю 
суммы проекции всех сил, действующих на ферму (в том числе 
и реакций опор), на вертикальную и горизонтальную оси. Ив втих 
уравнений находим, что горизонтальная, составляющая АИ опор- 
ной реакции равна АЙ=А в напразлена вправо, а вертикальная, 
составляющая АН — "— В=2В --К=А и направлена внив. 

Отнеся силы (фиг. 168) АН — П;СК= В и 3" — 28 к балке 


. 3 
АВС, а силы #6 = В, ЕГ-. Ви в” К к балне ВЕР, мы полу- 
чим, что на ферму (фиг. 169) АВБЕ действуют следующие силы; 
вИ=28В, АИ= В, 
ВЕД; ВР = И, ЕТ’ = В, 


Ферма, представленная на фитуре 169, как видно из`черте- 
жа, будет уравновещена внешними силами. 

Теперь следует рещатв простую задачу о равновесии фермы 
(фиат. 169) -и потом к балкам АЁ и ВЕ прибавить внутрениие силы, 
получаемые с иомощью фигуры 169, 


Силу 0И= №М= 21 равлагаем (фиг. 170) на две силы 5 (сила сжатия) п 5, (ра- 


стяжения): 


Фиг. 169. 


=— Пра, в =РВу?. 
, 
Полученную силу 45, пореноепм в точку ЕЁ п раскладываем 


на—рир’, при чем; . 
| Р=ЗЛ, "= Ву?. 


3 
5 


Разложив имеющуюся в точке Е силу ЕГ =5 В на две сплы 


Чиа, получим 


Силы риф, а также }’ и (', направленные в противоположные стороны, дадут силы 


5, и 5,, при чем 


35° ‚; 
&=-а-=-( у д-В =} -- 


8 
.=--@—-9=-61—58) 
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Церенося силу 5, в ыы Аи складывая © силой ди = В (сопротивление опоры 4), по- 


лучиы енлу 5, =— 7 В, которая направлена по стержню 48; это и’должно было по- ` 
лучиться, так как ферма находйгся. в равновесии. 
Обращаемся теперь к балке 486; Сила’ АН дает ‚растяжение отрезка балки АВ, 


равное 


8209450 = Е -. 
у 


2 фик. 96 2. Фиг. 11. Фиг, 172. 


— 2 Кроме этих сил, балка АВС 


Далее переходим к части балки ВС, для’ которой ©; 


(фиг. 171) будет подвергнута ломающим моментам; эти моменты представлены графи- 
чески на фигуре 172, где 
«В 


ут. 


Переходим к балке ВЕР. (фиг. 173). На часть балки ЕЁ действует 
сила 26 == В н пернендикулярная к балке; она ни растяжений, ни 
сжатий в этой чёсти балки не вызовет, т.-е. А, =0. На часть балки 


ВЕ действуют силы вр" _Й и ЕР= ЗЕ перпендикулярные к балке; они 
5 5» д 


РВ ° в — 


ни растяжений, ни сжатий в отрезке балки ВЕ не вызовут. Поэтому 
| : и 
ы она будет находится только под эффектом сжатия. ©, =— о, опреде- 
< 


Е ленкого при рассмотрении стержневой фермы. 
Что касается моментов, ломающих балку ВЕР, то они предета- 
вятся графически на фигуре 174, где 


Чи. 103. › 
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$ 64. Способ Риттера. способ Риттера. называется также с1060005 зпрех моментов. 
Ок приложим к таким фермам, которые можно разрезать контуром, пересекалощим только, 


Е 
Фиг. 114, 


при звена. 

Пусть контур те (фиг. 175) пересекает звенья х, у, 2 в точках а. 
фи с. Считаем эти стержни в точках а, 5, с перерезанкыми и отнимаем 
правую часть фермы. При этом, рассматривая левую часть фермы, как. 
неизменное твердое тело, можем написать условия равновесия этого тела. 
под эффектом всех сил, действующих на левую часть фермы, те. сил 
№, Р,Р, а также и сил Л, У, Я, приложенных в точках а, 6 и с по. 
направлению. стержней. . 

Вначале будем считать стержни х, у и 2 растянутыми, полагая, что. 
все силы идут от сечения в стороку отброшенной фермы, и в этом прел- 
положении придавать силам Х, Уи Я внак (-|-), При этом эффект дей- 
ствия отрезанной части звена направлен от контура лм вправо. Еели из 
уравнения для какой-либо из сил ХМ, Ги 7 получится знак (—), то- 
зффект действия отброщенной части звена направлен от контура т” 
влево, и звено будет тогда сжато- 


Условия равновесия в приеме Риттера, выражаются тем, что’ сумма моментов всех. 
сил относительно трех центров равна нулю. За эти центры принимают так называемые 


„тючен Ритиера“, кото- 
рые представляют точки 
пересечения попарно трех 
разсматриваемых стержней. 
ервая точка Риттера #^ 
получается от пересечения 
стержней у их (не входат: 
х), вторая— Я, —в кото- 
рую не входит у, т.-е. пс- 
ресекаттся х и х, третья — 
В, —в которую не входит. 


Фит. 175, . Е 
. „, а пересекаючся х и у. 


Пишем, что сумма моментов всех сил относительно точки Риттера @ равна нулю: 


ти(Х) Е тв (м) оп (Р) =0. 


Сила Р. проходит черев точку А, и потому момент ее равен нулю. ели из точки 
В опустить перпендикуляр на силу Х (обозкачим длину его через 6), то будем иметь: 


откуда, 


пз(Х) = Х6, 


х те (№) + та (Ро тл(,) 
ХИ? 


Если вторая часть в окончательном резучьтате будет со знаком —-, то Х предетавляет 
растяжение, в противном случае Х представляет сжатие. 


очно также, обращаясь к точкан Риттера # 


ги В, и обозначая расстояние их от 


стержней у и х чероз $, и 6,, будем пметьг 


— Уд ил (М) ти, (Р,} -- та, (Р,) = 0, 
— 26, + п. (Х) ми, (Р,) тв, (Р,) = 0. 
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Здееь 


пы) ==— №9, ма, (2) = — 24, 


так как положительные сплы ТР и # вращают около точек Риттера ®, и А, против ча- 
совой стрелки. На этих уравнений паходиом: 


их, (Р.} 


‚(№ 
НАЛЕТ 


у 


эив, (М)-Рана, (Р‚) та, (Р,) 
$ то 


Сила Х несомненно отрицательна, так как сплы № и ГР, имеют откосптельно точки 
Риттера В положительный ‘момент, следовательно, звено х сжато. Ясно также, что сила 
& положительна и ‘звено 2 растянуто. 

Обыкновенно тот стержень, который сжат, отмечается па ферме двойной 
линией. . 


й=- 


Примечание. Если из трех пересе- 
ченных стернней два стержня параллель- 
ны, то соответствующая им точка Риттера 
удаляется в бесконечность. В этом случае 
вместо приравнивания нулю суммы момен- 
тов, следует приравнять нулю‘ сумму 
проекций всех сил фермы на пря- 
мую, перпендикулярную рассма- 
триваемым (паразлельным) звеньям. 

Возьмем следующий пример. 

Дана ферма, представленная по фи- 
гуре 176. Все совершенно симметрично; 
валево и направо точки опоры, и здесь 
развиваются силы реакций № и №, Скла- 

Фиг. 176. дываем графостатическим способом силы 

Р,, Р, Р,, ит. д.) вычерчиваем силовой” 

многоугольник аф (фиг. 177) при полюсе 0, который возьмем на перпендикуляре, восета- 

новленном ‘из точки с, середины прямой аб. Потом, проведя днагонали 1, 3, 3, 4, 5, 6, 

вычеркиваем нитяной многоугольник АВ, при чем линия АВ бу- 

дет горизонтальна; нозтому прямая аё точкой с разделитея на две 

равные силы Мн’, при чем №=са и №' = 6е. Это будут силы 

реакции опор. Прфводиы теперь контур Риттера шт для опре“ 

деления силы натяжения стержней х, у их. Первая точка Рит- 
тера будет я, втбрая в бесконечности, а третья будет №. 

Сумыа моментов всех сил, лежащих налево от вертикального 
сечения, проходящего через точку В (в нашем случле силы №, Р, 
В. : ирР,}, будет, по сказанному в графостатике о равновесии балки, 

у выражаться произведением хорды { веревочного многоугольника 
Фиг. МТ, на полюсное расстояние } силового многоугольника, Поэтому: 


# 
и 


‚хде через 6 обозначена высота фермы. Таким образом, Х представит силу сжатия, 


хо, х=— 
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Обращаемез далее к точке Риттера Я,. Сумма моментов всех сил, действующих © 
левой етороны от вертикали, проходящей через А., выражается произведением хорды & 
на полюсное расстояние #. Ноэтому: 


ЕТ 
=0, 2-4“; 


—20-ь 


Так как И положительно, то стержень г растян}т. 
Для исоледовавия стержня у составляем сумму проекций всех сил ленащих слева 
от сечения пи, на вертикаль, Получим: 


„У, зйра-Нев=0, 
ТДе ее воть расстояние на оНлОвОм МНОГОуГОльНике 0$ от ТОЧЕИ в ДО ТОЧКИ =Ф. Точка. же 
» есть конец сил Р, и Р, расположенных влеро ст сечения от. Отсюда: 


У==-- 
зв а” 


Так как У получилось отрицательным, то стержень убудет ежат, 

Вее силы на чертеже считают вначале обыкновенно растянутыми, а ватем по мере 
решения задачи, обозначают сжатые стержни двойными чертами. 
` Пример 2. (Ферма с балкою), 

Определить по способу Риттера- натяжение стерж- 
ней $, $, $, кронштейна, представленного на фи- 
туре 178, а также и намбольший ломающий момент 
для балки $; 

Проведем сечение ли, пересекающее вее ‘три 
укававные бруса, н будем рассматривать отрезанную 
правую часть фермы. Силу Р, приложентую к звену 
$,» ваменим по указанному выше правилу силами 

Фиг, 178, 2РирР, которые останутея на ферме. Само же звено 

$, рассматриваемое, как балка, будет сгибатьея под 

зффектом сил, указанных. на фигуре 179. На ролике фермы действует сила М (нормаль- 

ная реакция), которую мы определим, равематривая ферму как рычаг с точкой опоры 
9. Мы имеем: 


2 | ть (№) т (Р)= 
Подставляя, получим: 
у Рот, 
"р р 
Фиг. 179, р _8_ 


Отмечаем точки Риттера Я, в; Я». Для точки й пишем уравнение моментов: 


тл(8) -- та(2Р) | те()=0. 


Подетавляя, имеем; 


ва Ра тутР. ду 0, 


ЗНуковснай, Теоретическое мехонжье, ° 
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откуда 5 13 
5=АР-:Р=-Р.. 
Переходим далее к точке Риттера Я. Для точки # уравнение моментов напишетея 


так: В 
а, (5,) - та, (8Р) -- та, (№ =0. 


Произведя пёдотановку, получим: 


5 — 
8.73 22.84 _5_ (573 23.) 6. 


ут: 


откуда: 
р 


Что касается до наибольнего ломающего момента для балки 5х, то ов, Как видно ив 
(фит. 179), будет равен №-=Р.а, 


$ 65. Спозоб Нульнана, Способ Кульмана для определения натяжений звеньев шар- 
`нирной фермы точко так же, как в. способ Риттера, требует проведения сечения, пере- 
резывающего только зири звена, ‘но в нем не пользуются равенством нулю моментов 
всех сил относительно точек Риттера. Условия равновесия здесь (фиг. 180) выражаются 
.‚ трафостатически таким обра- 
зом; отыскивается с помощью 
трафостатики равнодействую- 
..  щая всех внешних сил №, Р,, 
Р., действующих на отрезан- 
ную часть фермы. Пусть эта 
равнодействующая будет №. 
Продолжаем одно из расема- 
триваемых звеньев, например, 
звено 2, ‘до пересечения в точке А с направлением равнодействующей _Е.`боединяем точку 
К с, точкою Риттера Я и рассуждаем так: сила В, сдагаяеь с силой 2, должна дать равно- 
действующую непременно направленную по `В, потому что эта равнодейетвующая должна 
уничтожить равнодействующую сил Х и У, проходящую через точку А. Прилагаем к 
точке К по направленаю АЯ, уравиовешивающую сил и 2, тогда эта уравновешива- 
ющая вместе с силами Ё и долина образовать замкнутый силовой треугольник. С 
другой стороны приложим равнодействующую упомянутых сил Ри Й и перенееем ее в 
точку Я по направлению КИ; так что, собственно, мы приложим в точках Ки Я по на- 
правлению АВ две равные и противоположные силы- Перенесенная сила должна в точке 
Я уравновеситься силами Хи У’и образовать с ними замкнутый силовой треугольник. 
Оба эти треугольника построены при точке К; при этом построение надо начинать с 
треугольника, опирающегося на сплу Ри на фигуре заштрихованного. На чертеже 
ВИДНО, ЧТО зВоИо '2.бУДет растянуто, а звенья х и у сжаты. 

Пример. Возьуем ферму, представленную на фигуре 181, ту самую, которую рас- 
сматривали в примере на ©пос0б Риттера, и определим в ней натяжение звеньев д, Уих, 
Строим для нее силовой и веревочной многоугольники и проводим контур тл, пересекаю- 
щий звенья х, у и г. Далее, согласно епособу Кульмана, надо отыскать равнодействую- 
щую сил №, Р, и Р.. Это делается графостатичееки, 


= 


Силовой многоугольник из этих сил будет сав (фиг, 182): ‘начало силы ` №, конец 
еплы М, начало Р, и конец Р,; а последовательные дпагонали будут 0, 1, 2,.3,... 


Фиг, 181. 


Равнодействующая спла Ё будет замыкелощая сторона силового многоугольника: Е==св, 
& точка приложения ее пройдет через точку пересечения крайних сторон нитяного мно- 
тоугольника АВ и 3 (О и 3). Это будет точка С. Таким образом, найдена сила Ё по. ве- 
личине, направлению и положению. Продолжаем направление этой силы Ё до пересеченяя 
с силой 7 в точке К; потом переносим силу Е в точку К, соединяем с точкой. Риттера 
В и строим два замкнутых силовых треугольника, из которых первый опирается на силу. 
Е и имеет сторовы, параллельные силе Я и линии КВ, а второй опирается па силу по 
линии КВ сн имеет стороны, параллельные силам Ун Х. 
Мы видим, что звенья х ну будут оватьь а звено 2 рас- 
тянуто, 

Для сокращения чертежа можно ‘не обращать внимания 
на силы, направленныя по КА, так как их не ‘спрашивают, 
а чертить замкнутый четыреугольник, у Которого основанием 
служит сила Р, а остальные стороны &, Хи Х соответ- 
ственно параллельны. звеньям 2, у и л, при чем пересечение 
спл й и У должно лежать на прямой АА. 


Фиг. 182, $ 66. Способ выфевания узлов. С10с0б вырезания’ уз- 
лов — самый ‘простой способ находить распределение сил в 
звеньях фермы, Мы пользовались им и раньше при решении зздач на простые фермы. 

Положим, например, что нам дана ферма, представленная на фигуре 153, которая `` 
под действием данных сил Р,, Р,, Р, п опорных реакций № и А” находнтся ‚в равно. 
весип. Требуется спределить Натяжение всех ве звеньев 1, 2, 3, 4, 5, ит. д. 

Вырезаем из фермы узел [ замкнутым контуром. Па этом надо начинать с такого 
узла, в которем контур пересекает только два звена. Считая узел отнятым от фермы, 
уравновешиваем сплу №, на него действующую, сзлами 7 и 2 натяженая перерезаниых . 
стержней. Строим для этого на силе № замкнутый силовой треугольник Т и получаем, 
как. видно из чертежа, величины сил 1 и 2. Из него заклочаем, что звено 7 будет 
сжато, а звено 2 растянуто. `. 

3» 
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Переходим далее к узлу П; проводим замкнутый контур около этого узла, пере- 

хекающий три звёна, при Чем сила сжатия звена 1 извеетна; надо будет силу Р, и селу 

__. . От ввена 7 уравновесить силами от звеньев 

в 17 ` 3 и4, Это равновесие выражено с помощью 

" вамкнутого силового многоугольника Т!, В 

котором силы Р, и{ известны, а ‘силы Зи 4 

находятся, Мы видим, что звено 4 будет ежа- 
то, а звено 8 растянуто. 

Из следующих двух уалов Ш и 1\ ны 
можем разсматривать в данный момент толь- 
ко узел ПТ, так как для узла ГУ имеются 
три неизвестных силы. Построив для узла 
Ти: замкнутый силовой многоутольния, нахо- 
дим неизвестные силы 5 я 6, при чем, как 
видно на фигуре 188 ПТ, звено 5 сжато, а 
звено 6 растянуто. Если бы при построении 
силового многоугольника для узла ЦТ мы 
обходили стержни около него все по часовой 
стрелке, то вместо многоугольника Ш полу- 
чили бы иногоутолинк ПТ, Но, по прежнему, 
эвено 5 было бы сжато, а звено 6 растянуто, 

Строя затем силовые многоугольники 
для узлов ГУ, У и УГ, мы определяем сжа- 
тия или растяжения всех остазьных соот- 
ветственных им стержней фермы. При этом 
заметим, что в предпоследнем узле (у нас У) 
известны все силы, кроме сдной (9), кото. > 
рая на силовом многоугольнике У’ проведится 

Фиг. 183. между совершенно определенными точками: 

конщом силы 7 и началом силы Р, Поэтому 

параллельность ее звену 8 служит подтверждением, что предыдущие построевия сделавы пра- 
Вильно. Что касается последне!о узла {у нас УТ), то все входящие в него снзы уже най- 
дены; они должны дать замкнутый многоугольник’ если предыдущие постриевия правильны. 

Очевахно, что в с10бобе вырезания узлов никакой трудности нет: всегда легко со- 
образить на какой узел перейти. 


$67. Диаграммы Кремона. Способ выфезания узлов, весьма удобный для еообриже- 
ния, неудобен для чертежа. Но можно разрозненные силовые многоутольники, которые 
получаются в способе вырезания узлов, соединить в одну стройную фигуру, которая 
является взаимной для фигуры фермы с приложенными к ней силами. Теория взаим- 
ных фигур разработана английским физиком Клерком Максведем 

Кремона знаменитый математик и профессор Римского университета, дал новое 
весьма изящное изложение этой теории. Его сочинение наиболее способствовало ряспро- 
странению ученая о взаимных фигурах на континенте Еврочы, и потому за этики фа- 
гурами установилось название: „дираммы Кремона“. 

Для разъяснения их возьмем ту же самую ферму, которую рассматривали в способе 
вырезання узлов (фиг. 184). Все внешние силы будем чертить расположенныхн снару- 
еи фермы и обозначим их цифрами 1, 2, 3, +, 5, Отержни фермы, по которым также 


-#- 


действуют силы раетяжения и сжатия, будем обозначать дальнейшими нумерами: 6, 7, 
-8, 714 и будем как внешние силы, так и ферму, рассматривать как одну общую фигуру. 

В этой фигуре мы замецаем облаеть 4, ограхичоньую. сторонами 5, 6, 1, область 
В, ограниченную сторонами 1, 7, 2, ит. д. до’ облаети Е, ограниченной сторонами 4, 
Й, 5. Все эти области, разгракичиваясь продолжениями сил 1, 2,.. 5, удаляются в 
бесконечность. Затем мы ‘имеем внутренние области: &, ограниченную ‘сторонами 6, 7, 12; 
`0 (12, 8, 13): Н (13, 4, И); К (4, 9, 10). Вее эти области, как внутренние, так и вяеш- 
ние, в дальнейших построениях имеют значение соверщенно одинаковое, 

Вудем теперь строить другую фигуру, 
в состав которой войдут замкнутые силовые 
. многоугольнвки, выражающие равновесие сил: 
4, 7, 6; 7, 2, 8, 18;...., т.-е. всех сил, дей- 
ствующих в узлах фермы. Разумеется, внеш- 
ние силы 1-5 должны уравновееиться меж- 
ду собой на ферме и, следовательно, должны 
образовать замкнутый силовой многоуголь- 
ниЕ; поэтому построение диаграммы Жремона 
веетда надо начинать с мноюуюльника вне- 
шних сил. Дизграмыу эту надо строить сле- 
дующим образом: замечая, что сила 7 лежит 
на границе областей А и В, ставим в ее нз- 
чале точку А и в ее конпе точку В (начало 
и конец меряются по направлению силы, по- 
рядок же облазтей опрезеляется направле- 
нием. обхода}. Далее чрез точку В проводим 
прямую, равную и параллельную вяешней 
силе 2;так как на фигуре фермы сила 2яв- 
ляется границёею областей В и`6, то в конце 
ее на диаграмме етавим точку &. Продол- 
жал такое построение для псех остальных 
внешних сил, получим замкнутый силовой 
многоугольник, при чем последняя сила 5, 

Фиг, 184. ` как лежищая между областями Ри А, должна 

. соединять точки диаграммы Ё и А. При этом 

окажетоя. что внешние силы отложены в том порядке, кай мы их встречаем, облодя_ 
крулом фермы. Обходы эти условимся всегда воверщать по часовой стрелие. 

Жогда обловой многоугольник внешних сил вычерчен, следует приступить к выре- 
занию узлов фермы. Начинать надо е такого узла в котором пересекаются лишь два 
стержня—две неизвестиыя силы. Мы начнем с узда Г. Действующую на него внешнюю 
силу 7 на диаграмме нужно сомкнуть с силами, параллельными звеньям фермы 7 п 6. 
При построении диаграммы надо обратить внимание, чрез которую из двух точек—А 
или—В проводить упомянутые силы. Звено 7 является гравицею областей Ви #5; оле- 
довательно, еизу 7 надо проводить на дизграмые от точки В до некоторой новой точки 
Р; точно также звено 6 является граяицей областей А и 2; следовательно, силу 6 нужно 
проводвть от точки А до некоторой точки 2. Этим обстоятельством место точки Ё вполне 
определяется; так как наоравление сил 7 и С нам известны. Таким образом, мы по- 
лучаем замёнутый силовой треутольниЕ АВЕ, который соответетвует на фагуре фермы 
увлу Г (1, 7, 6). Направление сил: 2. и 6 определяется условием, чтобы все три силы 
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(1, 7, 6), п которых енла 1 известна, шли в однём направленни по сторонам треуголь- 
ника— именно, в направлении АВР. Пз эт. о заключаем, что ззено 7 будет сжато, ‘а взеао 
6 растянуто, Е-ли ыы обратимся к зулу Гна фагуре фермы, то заметим, что прн обходе 
его в направлении часовой стрелки окружающие узел обзаетн ветречалотся в том же по- 
рядке: А, В, Е. ` 

’ Длжее сдедует переходить к узлу П (7, 8, В, 12,), Для него снла 7, граничащая 
мевду областями ГР я В п потому отмечакная буквази РВ, пн сила 2, граничащая между 
областями В и С н отмеченная буквахн вс, уж; имеются на диаграмме; их надо ура- 
вн везить соплами 8 п 12. Так как вала $ лежит на травице областей Сп 6, то про- 
вести вс надо через точку 6 в напр.вленяи к 6; епла 19, как лежащая на границе об- 
лаотей Ри @, лолжна проходить чрез точку Ё в направлении к 6. Таким образом опре- 
Дезяетоя точка 6 диаграммы, соответствующая области 8 фермы п находится величина 
снла 8 п 12. Чтю касавтел до направления этих сни, то оно определяется из обхода 
воотьетствуюшего узлу Теплового четыреутольника в направлении известной силы 2, а 
именно: 80828. Обратовшись к узлу П на ферме, мы опять замечаем, что при обходе 
его в направлевпи чазовой стрелки окружающие узел области встречаются в том же 
‘порядке: В, С, 6, Е. Таким обрьзом, направление действующих на узел сил можно опре- 
деллть, обуодя воответстветони:й ему силовой мноюуюльник в том порядке, в котором 
встречеотел области при обтоде узла в направлении часовой стрелиц. Так, для узла 
Т онла 7 .предельется по ъезичине н напраяление вектором ВР, а для узла П--векто- 
рем 28, что указано на дваграмме дзумя Шитарлевныхн при силе стрелками. Векторы 
66 п 6Е для узла П почазыязют, что звона В сжато, а ввезо #2 растянуто. 

Далее перэходии к узлу Ш (5, 6, 12, 13, 1), в котерем известные уже силы 5, 6, 

42 образуют не замкнутый многоугольник ЕР; замкиуться он должен силами 18 п 11, 
прохедящици, ва осноланни тех же созбряжений, через точки 6 п Е и определяющими 
точку Я лиагриммы. Некенен, п ‘следняя точки К диаграммы, пзображатющая область К 
фермы, находется на пересеченыи ‹ил 14 п 10 приходящих через точки Н п @ (это 
получается из рассмотрение узла ГИ (4 11, 14, 10). 

Далее следует переходить к узлу \ (10, 9, 3); но для постюения соответотвующего 
ему силового треугольника дсстатозно соединить точву А с точкой 6, так как снла п 
спла 10 (дэйотвующая обратно врежде навёденньй силе 10} известны. Третья сила 9, на 
основанин статики, должна быть выражена вектором КС, что является необходимым 
в том случае, когда внешнее силы уравновеневаются, а не приводятся к паре; пара 
могда бы получиться п при замкнутом онлозон многоугольнике. 

Задача кончается вырезаняем узла УТ ‹9, 14, 13, 8). Силовой многоугольник, соот. 
вететвующий этому узлу, уме имеетсягна чертея:е; это будет многоугольник СКС. Мы 
вадии, что в нем все силы проходят чрез точки, означенные буквази окружающих узел 
областей (границами которых служет' еходящиеся в узле евлы). На чертеже нам важно 
обратать внимание на напразление стрелок; оно ‘яяляется вполне согласным с направле- 
нием спл и с послед валельпостьтю обляетей, встречаещилея при обходе каждого узла. 

Таким образом, ферма с действующими силами на нее силами и диарамиа Гуе- 
зюна дал этой фермы явллются фиррами вааилиыми: узлу на ферме соответствует 
полон на диарамме; вкольго лучей (веньео) стодитея в узле, столько науаллельных 
дучал втором (енд) в пълиноне. Обляени на ферме соотзететеует уасл на диаграмме; 
скольшимн спороначи ораничена область, столько паралаельцых сторонам лучей: (сил) 
сходится в изопраисато'ией область точке. 


‚ Равберем несколько примеров на построение днаграмы Кремона. 
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. Пример 1. Шарнирная ферма, пмеющая ферму квадрата, перетязутого днагональю, 
находнтея под действнем четырех сил (1, 2, 3 и 4), придоженных к узлам, направлен- 
ных в противоположные ст.рояы по соответотвующям длатоналяи п позарно равных 
мешду 0500, при чем сплы 2 п 4 растягивают ферму, а силы Р п 3 ее сжимают 
(фиг. 185). 


ы Увеличив масштаб 
сил на дваграмме вдвое 
против масштаба их на 
ферме, чертим . силовой 
четыреутольник внеш. 
них спл, который должен 
быть замкнут п в нашем 
случае представит пря- 
моугольник ИВОВ (епла 
1, разделяющая области 
А ЕВ, начнется в точке 
А п окончетея в точке 
* В диаграммы, п т. д. до 

силы #, изображаемсй 
вектором ВА). Затем переходим к вырезанию узлов. Вырезаем узел Т (1, 6, 5); ему с0- 
ответотвует заивнутый силовой треттельнии, в котором сила 1 уравновешиевается сплэми 
биб по направлению звеньев 6и5, била 6 должна проходить чрез точку 2, потому что 


Фит. 185. 


‚она лежит на граннце ‘областей Вг Е; равным образом, спла 5 должна проходить чрез точку 


А, пбо звено $ разделяет ‹бласти А п Е. В перееечення спл бп 5 найдем точку < ди 
атраммы, состветствующую области ЕЁ фермы. Да 
лее выгодно перзйти к узлу П (3, 8, 7), т.е. урав- 
новеепть силу 3 силами 8 п 7. Это условие равно- 
весня выраватся спловым треугольником (602), при 
чем енла 8 нетременно пройдет чрез точку 2, а 
спла 7 пройдет чрез точку 6. Рассматривая напра- 
вление стрелок в этом треугольнике, ведям, что 
звечья 8 п 7 будут сжаты. Остастея опредалить 
сплу, действ зующую по дизговали 9, Воличина этой 
сплы выразится отрезким прямой, соединяющей 
точки Ри Е; действительно, если будем вырезать 
узея Ш (2, 7, 9, 6), то увидям, что езгу соответ- 
ствует из дтаграмме замкнутый силав Й чезтые- 
угольник ВСРЕ, пря чим сила 9 соответэтвующая 
звену 9 мазду областямя ЕЁ и ЕЁ, соедпияет т.Чки 
дпаграчны Ёп Е. Отхетвв стреляама направлевие 
сил (стрелуы распил цены по‘знешнему котуру 
четигреугольлика ВСЕЕ), убеждаемся, что звено ф1ер- 
мы 9 булет рестя“уто сллею АЕ. 
Пример 2. Олределигь катяжения в ферме 
Попонео (фот. 186). 
' Озкезал облооти И, В, 6, В, Ей Р, пря чем 
облатть @ охватывает все бесконечное пространство мешту соплами 2, 9, 7, 4 и 3, считая 
пространство енизу п в бока, Далее строли многоугольних внешвих сёл, который вытя- 
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нется здесь в прямую линию АВСА, и приступаем в вырезанию узлов. Как и в преды- 
дущем примере, на диаграмме масштаб сил двойной. у 

Вырезаем узел (3, 5, 4); здесь силу 3 надо уравновесить силами $5 и +, идущими 
по направлению соответственных тяг Силы эти отделяют область Й от областей Аи 6; 
следовательно, они должны проходить чрез точки Аи Си пересечением своим опредэ- 
ляют новую точку 2 диаграммы. Тав как направление силы 8 на диаграмме известно, 
то, обходя в этом направлении треугольник 640, найдем направления сил 5 и 4 дия` 
вырезанного узла. Мы видим, что звено 5 будет сжато, а 4— растявуто. 

Переходим к узлу (4, 6,.7); в нем известаая уже сила 4 должна уравновеситеся 
вилами би 7, которые, проходя чрез точки. и 6, определяют точку Е диаграммы, 
изображающую область Е фермы: Выполняя это построение, получим замкнутый тре- 
угольник СИЕ, из которого видно, что звенья 6 я 7 раетянуты. 

Примечание. Заметим, что чертить отрел-. 
ки на диаграмме, изображающей сложную фер- 
му, очень трудно, как это видно уже па простой 
еравнительно ферме фигуры 183; поэтому лучше 
их вовсе не чертить; но на фигуре фермы не- 
пременно нужно обозначать сжатые стержни дву- 
мя чертами. 

Направление же действующих на узел вил 
лучше всего определять, обходя узел в напра- 
влении часовой етрелки и обращая внимание 
на последовательность встречаемых при обходе 
областей. При этом нет надобности искать си- 
лу, направление которой наперед ‘известно, и 
от нее итти по соответствующему многоуголь- 
нику до силы искомой {в сложных фермах это 
требует большого внимания и ведет иногда к 
ошибкам). ' 

В увие (7, 8, 9) найденную силу 7 нужно 
.-. уравновесить силами 8 и 9. На основании та- 
- ких ке соображений построится замкиутый тре 
утольник СЕ, при чем спла 8 по величние и 
направлению выразится вектором ЕЁ, а сила 9— 
вектором Аб; звенья 8 и 9 будут раетянуты. 

- Теперь остается только замкнуть диаграм- 
фиг, 187. му, т.е. соединить точки фи В. Прямая ЕВ бу- 
дет непременно параллельна звену #. Напра- 
вление сил в треугольнике 26 характеризуется направлением силы „(или обходом узла 
(2, 9, 10), и это показывает нам, что звено 1 сжато. 

Пример 3. Мостовая ферма, нагрущенная в одиом. месте (фиг. 187). 

Вообраная что груз находится на месте силы 1 и, увеличив масштаб они вчетверо, 
чертим силовой миогоугольник внешних сил АВСА, потом приступаем в вырезанию узлов, 
отыскивая каждый раз область, граначащую с двумя другими областями, точки которых 
уже ниеются на диаграмме. Так, вырезая узел (3, 5, 4), ивображаем на диаграмме область 
В, граничащую с областями би А, при чем точки Си И уже имеются на диаграмме. 
Двлее мы можем перейти к области Е, так как на деаграмме уже имеются точкя В я В— 
изображения соседиих с Е областей, Продолжая такое построение, при чем каждый раз 


> 
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причавляем по одной области на ферме и во сднгй точке на диаграмме, получаем пею 
Дчагрьмыу, которая замыкается сосдичением точек М п В, Сиатые стервы на фигуре 
ферывг о’ оввачетих деоввыхп лавпзуи. . 

Лримечание @ В килограммах Кремона втолно достаточно обозначить сбласти на 
фятуре фермы (3 действующиаыи на вез плами) п точки, изображанаиие пх на ди. 
азрамуе, у 

Действительно, вуеотнре оплы п етержип на ферме определяются двумя областяия, 
между которыми овп лежат; еизы пз диаграмме опроре ‘ются двумя обдастьми, кзобра- 
жемия которых огп соединяют. Уззы на ферме определьлютея ибластлии, пх окоужаю- 
щимя; впогеугольлиии спл.на дпаграхие опредолиются пзображениями хех ще обльстей 
и В той же поеледозательности, 

Взе остальные обозаачения-ейя, сторжчей и узлов, даизя согращевие в письме 
при оз’яенениях, явлзются еовертенно палиеними в дей-чвителеных построениях, от- 
пикет время п могут иногда давать путаянцу ва ивграмме. Папрнуер, ва фи уе 187 
на одной ленин отлошено по несколько с: 1=48, 2=58, 9=54 ва ланил 43; & = 68, 
9 = СР в 18 =06 ка лониа 62; 7-=88 п 11=86 на лрлич 88. На деаграные Фигу вы 
187 эть цырры пропущены, 


О трениш 


$ 68. Определение. Тренпе бывает двух родов. Трение 1-го род, пли транче сколз- 
жения, раавизьсгон тогда, когда точки сопризо: ясвения одаого тела с друтём сколь- 


у не ыызюв отноеительно его скгроств, и 
тела катятся друг по другу. Трение 
2-то рода очень мало сразнительно с 
тренхем 1 го рода п может быть, при 
первом прибляженном решении задам 
мехавиит, оторвенлаемо. 

$ 69. Захоны трения. Законы тре- 
ния 1.т> рода установлены опытным 
нулеи Кулоном. Ия три: 

4. Сила зпрения ие зависит от 
величины поперуностиь сонрикосиове- 
ния зирущийся тел. 

2. била трения пропорнионааь- 
- на пормальному давлению. 

Фиг, 188. ` 8. Онла трения не завивит от 
спорости, ио 69 время движения она 
менее, нежели в момеюн приведения тела в движение. 

Дли позтверздения этих законов, употребляют приборы, изображенные на фигурах 
188 и 189. На деревянкый стол А на высоклх ножках кладут доску 8 с грузами №, Е 
даеке привязата нить, перлклиутая через блок С, на возце кАторого впегт затка с тру 
зом И. Нагрузку увеличувазт до тех пор, пока не начнется движение. Тогда вес ее № 
и дост нем величину еплы трения. Для доказательства 1-го закона имеется втерой стол 
р (фиг. 189} совершенно такой же, как первый, но верхняя крьымтка его прорезана в 
ввде рамки, так что поверхность соприкосновения доски 8 0 столаж окавывзехся теперь 
менее, но для движения нагрузка на доску необхсдима прежняя №, , 
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Второй закон оправдывается на опытах с обоими столами. Меняя груз на доске В 
{груз и доска В имеют вместе вес №) н подбирая соответственные нагрузки #, при ве- 
которых начинается движение, мы 
увидим, что отношение: 


м... @ 


есть величина постоянная, зависящая 
только от природы трущихся тел. 
Эта постоянная величина называется 
козфициентом трения и есть 
число отвлеченное. ‘ 
Тротий закон подтверждается, 
наблюдая закон движения доски В 
при грузе Л, большем силы трения. 
фиг. 189. 'Пря этом получается равномерно-ус- 
коренное движение, что доказывает 


независимость силы трения от. скорости, 
Все задачи на трение первого рода решаются по формуле (1}, прибавляя к име 
ющимся силам сплы трения, определяемые по нормальному давлению, т.-е, полагая: 


РЕМ. еее нны. . @ 


$ 70. Угоя трениа. Углом трения называют угол с горизонтом наклонной плоскости 
при котором груз, положенный на плоскость, еще удерживается на ней силой трения 
(фиг, 190). Разложим вес тела @ на силу М= ©.605а, 
перпендикулярную плоскости и на силу Т== 
9-<та, направленную по плоскости. Для того, что- 
бы тео осталось в равнавесии, надо, чтобы сила 
трения была более или равна 7, т.-е. 


ы 
[® 
= 


или . 
© соза.р = 9 зна. 


Отсюда следует, что 
ца=Г. 
Утол а= при котором 
ЕР... @) 


и называется умом тфения. Подробности можно 
. найти в курсах Прикладной Механики. 


фиг. 191. . $ П1. Трение ‘второго рода. Когда колесо ни. 


каток катятся по Горизоятальному путя, то они 
яыдавливают очень малое углубление в теле по которому катятся (фиг. 191), Воледствляь 
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этого точкою оперы колеса является не нижняя точка А, а точка 6, отстоящая от вер- 
тикальной линия, проведенной через центр 8, на расстоянии 86—49. Пусть колесо, на- 
труженное весом №, катитбя от действия силы Е натяжения шнурка, намотанного на 
шкив радиуса 08 так, что ВА == В. Условие равновесия сил Й и № на точке опоры © 
даст нам; 


ВВ в) = №. 


Отсюда, пренебрегая малой величиной ВИ перед Ё = АВ, имеем: 


веяние 4 


Эта формула показывает, что трение 2-го рода прямо пропорционально нагрузке, обратно 
пропорционально расстоянию ОА и зависит от коэффициента трения 2-го рода $. Этот 
коэффициент есть число именованное и выражается в единицах длины. 


Р.С. Ф. СР. 
Научно-Техничесний Отдел В. С. Н. Х. 
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26-я Государственная типография (бывш. Кушнерева). Пименовская, 


эзанеьр 


5зючрав 


. Ускорение во всяком движении... ... еее наа 
. Геометрическое представление среднего и истинного ускорения помощью правой скоростей 


. Вращательное движение ..,.. 
. Перемещение неизвмекяемой системы параллельно двнной плоскости (певтр! мгковекного 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 


Кинематика. 


Кинематика точки. 


Движение точки, его екороеть и ускорение. 


. Захон движекия. ......--.- еее ии ке киян я 
. Равномерное движение... -....- 
. Переменное движение и его скорость +... +. 
. Геометрическое выражение средкей и истиной скоростей по кривой пространств ... 
. Проекция скорости на какую-нибудь ось. 


Равномерно-переменное движение .......- 


Полное ускорение 


. Проекции полного ускорения на касательную и нормаль к траектории. .-...-... 


Сложение движений точки, 


Определения... ........- ... 


. Сложение скоростей ...... 
. Разложение скоростей ... . . 
. Сложение ускорений (относительного, ускорения влечения и поворотного) иене» 
. Аналитическое определение величины и направления сложной окорости | и сложного 


Хскорения ‚ „еее еее еее ки тети .. 


Кинематика  виетемы. 
Движение неизменяемой системы. 


Поетупательное движение. .... 


вращекия, полодии} ..- 


1%“ 


$5 Стр. 
19. Определение перемещения мгновенного цектра  врыщения реа етана 54° 
20. Теоремы о скоростях и ускорениях плоской фигуры, перемещающейея в своей плоскости 

(центр ускорения)... -... ева еее аа ю аа 56 
21. Движение неизменяемой системы, имеющей неподвижную точку ‹........- .. 64 
22. Общий случай движения системы, ‚еее еее: еее нина . 6 

Сложение движений системы. 

23. Сложение поетупательных движений . . еее еле. 6 
24. Сложение вращательного движения и поступательного, перпендикулярного к оси вращения 69 
25. Сложение двух вращательных движений около двух параллельных осей, ......- 7 
26. Сложение вращательных движений около осей, пересекающихся в одной точке..... 75 
27. Сложение вращательного и поетупательного движений, скорости которых направлены 

как угодно +... ---. ря еее еее . 78 
28. Сложение двух вращательных движений около непараллельных и непересекающихся осей 79 
29. Сложение нескольких поступательных и вращательных движений ........... 81 
30. Разложение движений... ......- еее не на еее 83 

Динамика, 
Динамика материальной точки. 
Свободная материальная точка. 
1. Оеновные законы механики +. еее ее 87 
2, Действие постоянной силы на материальную точку ..... день на бен е 89 
3. 0 масее (уе еее еее нане РЗ 92 
4, Действие перемеккой силы на материальную точку. ‚еее. на 97 
5. Равнодействующая сила -. еее .. . Ор .‹ 99 
6. Дифференциальные уравнения движения свободной материальной точки дозе с 102 
7. Силы инерции еее ь- жене ЗИ 103 
8. Движение тела по- вертикальном раправлению еее ея 105 
9. Движение тела, брошенного под углом к горизонту . ое еее 106 
10. Работа вилы... еее еее веет на 19 
11. Живая сила. еее етих ета 13 
12. Количество движения. ........ .. . . еее 118 
Неевободная материальная точка. 

13. Определение связи между силой инерции и силой, двигающей данную несвободную ма- 

териальную точку +... че кание я лее не 120 
14. Движение по наклонной плоскоети...... еее еее нете я 121 
15. Математический маятник. еее чет. дозе 12 
16. Колебательное движение ... еее 126 
27. Конический маятник... ......... еее еа инь лена 128 


. Теория удара... 
. Теорема о количестве движения ... 


. Удар упругих тел... - 

. Удар тел, не вполне упругих... ..,.- . 

. Коэффициент восстановления .. еее еее уе» 136. 

. Определение ‘живой силы, потерянной на удар не вполке упругих тел ........, 137 
Косой удар уе еее» ие» дует „ 40 

Динамика системы 

. Теорема ФАлатьегРа еее, 141 

. 06 Атвудовой машине... .- . . 14% 

. Поступательное движение неизменяемой системы 1% 
Вращательное движение неизменяемой системы около неподвижной ой .......- 145 

. Определение периодь колебания физического маятника и часового балансира ...., 147 

. Теорема живых сил для системы. . еее еее 150 

. О движении центра тяжести свободной системы „ее. - .... 1 

. О моментах инерции ‘еее она ‚ 184 

. Творемы о моментах инерции ..... еее еее нае 155 


. Определение моментов инерции различных тел. еее еее нь . 15 


Предисловие. 


Выпускаемые ныне П-ая и ПШ-ья части „Теоретической механики“ 
проф. Н. Е. Жуковского содержат кинематику и динамику (статика была. 
выпущена в декабре 1921 года). Сравиительно е изданием 1915 года в на- 
стоящем издании, согласно желанию Н. Е, добавлеи параграф о колеба- 
тельном движении ($ 16 П-ьей части), ав 8 29 той же части вместе с 
колебанием физического маятника под действием силы тяжести разобрано 
колебание часового балансира. Кроме того, в некоторых местах курса сле- 
ланы мелкие редакционные изменения. 

В.виде добавления к курсу „Теоретической механики“ предполагается 
напечатать: 

а) хобавления к кннематике плоского движения; 

6) определение моментов инерцин графостатическим и опытных 
путем; ` 

в) элементарную теорню гироскопов; 

©) по возможности полный сборник задач по механике, предлаге- 
выихся Н. Е. Жуковеким в Московском Высшем Техническом 
Училище и Московском Университете. 


‚Н. Ченцов. 


В. Ветниниин. 
Август 1922 года. 


Кинематика. 


ЧАСТЬ 2-Я, 


КИНЕМАТИКА. 


Определение. Часть теоретической механики, в которой рассматриваются общие. 
свойства и качества всевозможных движений с геометрической точки зрения, не входя 
в исследование причин, производящих движение, называется кинематикой; в кике- 
матике, следовательно, исследуются вопросы только о пространстве и времени и уста- 
навливается зависимость между двумя этими элементами движения. С этсй точки 
зрения кинематика является переходной ступевью от геометрии к механике; иначе. 
говоря, она есть геометрия четырех измерений, ибо кроме трех измерений, принятых в 
теометрии, вводится четвертое, время. Самостоятельное развитие книематики было до 
лонено Ампером только в начале прошлого века; в настоящее же время вопросы кине- 
матики настолько разработаны, что дают возможность видеть все вначение ее дри изу- 
чении довольно сложвых задач динамики и в теории мехализмов. 

Тело движетея, если с течением времени изменяется его положение в про- 
странстве, или его форма, т,-е. если изменяются координаты его точек, В том же случае, 
когда тело не меняет ни своего положения, ни своей формы, говорят, что оно каходится 
в покое, Об изменении положения тела в пространстве мы можем судить, наблюдая 
положение его до отношению к другим телам; хогда этих последких нет, то наблюдать 
дваженье мы возможности не имеем, Если предметы, по отношению Е которым мы 
назлюлаем движенве, неподвижны, то мы получаем понятие об абсолютном движении, 
вели ще ови движутся, то—0б относительном. Хотя в природе все движется, а. 
потому все движения, наблюдаемые нами, суть относительные, тем ве’менее мы веегда 
мгвем предотажить себе абсолютное движение. То, что сказано о движенни, может быть 
сказаво и 0 покое, который также может быть абсолютный и относительный. 

Движение тела вполие определено, если мы знаем движение каждой отдельной его 
точив; потому прежде, чем расоматривать вопрос о движении тела, мы займемоя рас- 
смо"ренвем движенья точки, т.е. изложением кинематики точки. 

Материальность тела не играет роли в кинеметике и вместо того, чтобы рае- 
‹матривать движение материальной точки, мы можем рассматривать движение матема- 
тической точки, Эта точка должна быть отмечена каким-нибудь свойством, например 
состоянием фазы движущегося вещества, каково движение вершины волны или движение 
сРетлого рятнышика (зайчика) по стене, и т. д. Поэтому мы будем прямо говорить—кние- 
Ма'йка точки хотя для ясности удобнее представлять материальную точку. 


1* 


Кинематика точки. 
Движение точки, его екороеть и ускорение, 


$ 1. Занон движения. Движение точки есть последовательный и непреры в- 
ный переход ее через точки пространства, совершающийся с течением времени. 
Подвижная точка не может находиться одновременно в различных точках 
пространства, но может быть в них последовательно в разные моменты времени; 
переход ее из одной точки пространства в другую, находящуюся на некотором расотоя- 
нии от первой, может совершитьея только посредством прохождения ее через проме- 
вуточные точки пространства, при чем движущаяся точка вычерчивает в пространстве 
непрерывную линию, называемую траекторией абсолютного движения точки. 
или просто траекторией точки. Траектория может быть прямою линией, какою- 
либо плоекою кривою или какою-либо кривою линиею двоякой кривизны, 
Когда дана траектория точий, то движение поснедней определенно только до неко- 
торой степени, потому что, кроме этого нам нужно знать еще место точки на траектории 
в0 всякий данный момент, т.е. определить зависимость между пройденным простран- 
ством и временем; эта зависимость называется. законом движения, ” 
Для определения этого закона существует два 
В — способа. Посредством первого можно, зная траенто- 
рию, определить двишение точки, а сяедовательно и 
положение ее в каАЖДЫЙй момент времени. Сн состоит 
в том, что на данной траекторни АВ (фиг, 1) берем 
произвольную точку 0, которая называется нача- 
лом счета, и определяем в функции времени духу 
ОМ, пройденную движущейся точкой .от начала счета 
9 и сопровождаемую энаком плюс или минуе, емотря 
по тому, идет, ли точка от 0 кВ или т кд. 
Когда такая функция найдена, т.-е, когда имеем 
уравнение: 


71а). , 


тде з= — 0, то движение точки вполне определено, ибо имея это уравнение, мы мо- 
ем указать положение точки на траектории во всякий момент времени. Уравнение 


8=70 


называется уравнением движения. 

Второй способ не требует знания трабктории, Сн состоит в сяедующем. Возьмем 
прямоугольные оеп координат и определим для всякого момента времени кобрдинаты 
движущейся точки М (фиг. 2), т.-е, выравим 00=; Ро = у и МР=г в фун кциях вре- 
мени: тогда вообще будем иметь: у 


Фиг. 1- 


ХО, ен @ 
УР еее. @) 
д, иене еь о - @ 


5 


Если твкие уравнения найдены, то для всякого момента времени можно укавать 
место точки, т.е. движение точки будет вполяе определено. Эти уравнения называются 
тремя уравнениями движения точки. 
Когдв даны три уравнения движения, 10 не 
трудно определить и траекторию, для чего стоит 
только исключить ив уравнений (1), (2) и (3) 
время $, а для этого нужно ‘из уравнения (1) 
определить неизвестное {# и подотавить полу- 
ченное ‘выражение в уравнение (2) и (3); тогда 
получим уравнение следующего вяда: 


ы 


1—0), ....... 9 
у, (8), (...... 8) 
Е, (и) о. 5.6) 


Уравнение (5) и (6) суть не что иное, как 
Фиг. 2. уравнение проекций траекторий на плоскости 

х@у п хх (фит. 2), сама же траектория АВ вы 

резится пересечением цилиндрических поверхностей, образующие которых параллельны 


осям бун 02, а направляющие А.В и АЕ’, суть проекции траектории на плоскости 
хбу и х0Е. 


$ 2. Равномерное движение. Самое простое движение, есть равномерное. Так 
называют двржевие, при котором пройденные пространства пропорцио- 
нальны временам. Иначе: равномерным двиокением называется такое, у которото 
отношение пройденною пути’ в соответствующему времени есть величина постоянная, 
эта величина называется скоростью равномерного движения. 

Положим, что материальная точка движется по некоторой траектории АВ (фиг. 3). 
Если 5, будет расстояние этой точки от начала счета. 0 в данный момент, а 3—рас- 
стояние от @ спустя время +, то путь пройдениый за 
время #, будет равен — 5. Отношение $—5, к соответ- 
ствующему промежутву времени # и есть скорость равномер- 
ного движения; обозначая ее у, имеем: 


$3—&_ 


еее « (@) 


Из самого определения равномерного движения следует, что 
количество у—есть величина постоянная. Из формулы 
(7) получается выражение для $, а именно: 


Фиг, 8. - 


зе ее ньь а + @) 


Последняя формула называется уравнением равномерного движения. При. 
равнивая в ней # единице, находим: 


менее нь + @) 


—6в— 


Пользуясь этим результатом, можно дать другое определение скорости, а именно: 
скорость равномерное движения есть пространство, проходимое в единицу. времени. 
Такое определение скорости не совсем правильно, потому что оно позволяет думать, что 
будто скорость есть некоторая дяина, между тем квк она есть кинематическая вени- 
чина, зависящая в одно ий то же время и отединицы длины, и отединицы времени. 

Из равенства 7==3—-5, вытекает, что скорость будет положительна, когда точка 
движется в ту сторону от начала счета, которую считают положительной, т.-е. когда 
$>5 и отрицательна, когда точка движется по траекторни в обратную сторону, т-е. 
БогДа 5 < 5%. 

Формула (7) дает нам понятие о размере скорости относительно. пространства и 
времени; вменно 


ВН, лье. 0 


Эта символическая формула выражает, что © относительно пространства первого изие+ 
фения, отнобительно же времени манус первого. 

Все вопросы о равномерном движении точки решаются помошью выше похученной 
формухы (7), в которой, давая какие-либо значения трем вехичинаи, мы будем получать 
соответствующие значения дня четвертой. 


$ 3. Перемениое движение и его“снорость. Движение, в котором пространство, прой- 
денное точкой, не пропорционально времени, иначе говоря, демоюение, в кото- 
фом отношение пройденною точною пространства к соответ ^ 
опвующему времени есть величина переменная, называется 
переменным движением. Выстрота. переменного движения за 
определениый промежуток времени определяется так называе- 
мой среднею скоростью, величину которой можно выра- 
зить так: если 8 (фиг, 4) есть расстояние точки от начала счета . 
0 во время $ а 5—во время {, то очевидно, что в промежуток 
‘времени # —# точка прошла пространство 5'—5. Еели бы при 
этом движение было равномерным, то скорость его $ вырази- 
хдась бы так: 


и. ‹(11) 


Вот эту величниу © и называют среднею скоростью. Значит; средняя ско- 
роеть переменного двйжения есть скорость того равномерного движения, при 
котором движущаяся точка за один и тот же промежутов времени проходит то 
же пространство, как и в рассматриваемом переменном движении. 

Средияя. скорость $ дает нам только некоторое понятне о быстроте движения за 
время е— но 0 скорости в каждой точке траевкторин судить не позволяет, так кае 
в продолжении времени # ={ быстрота движения изменяется. Чтобы воспохонить этот 
пробел, т.-е. чтобы опредехить быетроту движения в каждый - данный момент 
времени, будем рассуждать так: 

Положим, Что по траектории АВ (фиг. 5) одиовременно двигаются две точки Ми 
№; из нах одна М движется переменным движением; другая же №, начавшая свое 
движение из той же точки А, что и #, и, притом, в один и тот же момент, движется 
равномерным движением только в течение каждого огдетьного промежутка 
времени, так что в разные промежутки времени движение ее происходит с различ. 
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ными скоростями. Скорости эти получаются твним образом: вееь промежуток времени 
#{— 1 детим на малые равные промежутки 4, и предполатаем, что точка. #, выйдя из 
4, в конце первого такого промежутка времени находится в а, в конце второго—в 6, в 
конце третьето—в с и т. д-; точна ше № в течение первого промежутка времени про- 
. Ходит расетояние Ая с0 средиею скоростью точки #, 

В соответотвующею этому первому промежутЕу време- 
ни; в течение второго проходит расстояние аб со 
среднею скоростью точки \, соответствующею‘ этому 
второму промежутку времени, и т. д., воледотвие 
чего эта хочка М, вышедшая ив А одиовременно с 
точкою М, будет ветречать ее в точках а, 6, с,.., так 
что по движению `точки А’ можно ставить себе по- 
нятие о движении точки А, Понятно, что, чем мень- 
ше’ будут промежутки времени 4, т.-е. чем больше 
будет точек а, 6, с,...... в которых будут вотречать- 
Фиг. 5. ся Ми, тем движение точки А’, будет ближе в 

, движению точки #, Когда же мы предположим, что 
4 стремится к нулю, и перейдем к пределу, то движение точки /” вполие совпадает с 
движением точки А. Это показывает, что быстроту. дВажения точки М можно выразить 


— 
‘пределом скорости #', т..е. величиной И 5 или ту тр Замечая, что в пределе, 


когда разность {7—# стремится к нулю, разность 5’— $ такие стремится к нулю, и, 
обозначая 5—5 через 48 и # —{ через 44, имеем: 


4 
Ито — Итоуно, еее кеты - 2) 


„Эта величина © иесть истинная скорость переменного движения в данный 
момент времени. 

Таким образом, видим, что истимная скорость ивременною двиоженил веть предел, 
х которому стремится средняя скорость, козда промежуток времени стремится к нулю. 

Если бы в выражении (11) средней скорости для промежутка времени # —} мы 

о . 

5 Таким образом, на первый взгляд 
кажется, что истинная скорость есть величниа неопределенная. На деле однако, если 


известен закон, по которому изменяются пространетва 3 в зависимости от времени $, то 
9 . 


ф 


положили В =фи $ =, то получили бы 9 


в пределе, когда # совпадает с #, отношение будет иметь совершение опреде- 


ленную величину. 
Представим выражение (12) истинной скорости в другом виде. Соглаёно сказанному 
допустим, что пространство з есть некоторая функция времени, т.е. положим 


= (еее. 3) 


Давая $ бесконечно малое приращение „Аь получим: 
8+4=7(-+4), 
&=7 0-41 


так что 


Разделив это равенство на -й, найдем среднюю скорость переменного движения за 
промежуток времени г, 


СРО 
= Е 


Переходя к пределу, получаем: 


ол, 8 Ш ЕТО , 
7т 5 = т у ,. уе но я 04) 


но нз уравнения (12) пмеем, что йтб==о, предел же отношения приращения функдии 
х приращению аргумента, как это известно из дифференциального исчисления, есть 
первая производная от данной функции, т.е. 


Г, 
# 
В силу этого, уравнение (14') переппется так: 
ор... 4) 


т.е, истинная скорость перемениою двиокения в данный момент времени есть первал 
производная от пройдениою пространства по времени, взятая для этою момента. 


$ 4. Геометрическое выражение средней и истинной скоростей по кривой пространств. Геоме- 
трический способ изучения движений состоит в том, что законы движения определяются 
зе путем исследования уравнений, их выражающих, а графически. Дело в том, что 

уравнение движения: 
5+ еее . (3) 


может быть представлено геометрически так: возьмем (фиг. 6) прямоугольные оси копр- 
динат и будем откладывать по оси абс- 
цисс в некотором уеловном масштабе — 
времена, а по оси ординат — простран. 
ства, этим временам соответствующие. 
В уравнении (13) можно заменить те- 
перь # черев д и 5 черев у; тогда в этой 
системе координат мы получим некото- 
рую кривую линию, определяемую ура- 
внением: 


У=Г@) ..... 05) 


Эта кривая называется кривою про- 
странетв; изучение свойств ее поз- ° 
волит нам вполне выяснить все законы 
фиг. 6. ” данного нам движения. Таким образом: 
привая пространств есть звометриче- 
све место точек, ординаты которых изобразжалот пространства, соответетаующие 
временам, изобраожаельм абециссами этих оке точек. 
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1 

Еривую эту, ивобращающую закон изменения пространства в зависи- 
мости от времени, не надо смешивать © траекторией даниой точки, этет 
закон движения на чертеже может изобразиться кривой линией, в то время кав 
движение может быть прямолинейным и обратно. 

Носмотрим теперь, как выражаются помощью кривой пространств средняя и 
истинная скорости. 

Положим, Что в момент времени # точка находится вЙ ав !—в В, так что 


, 06-=1, 00 


Определим средиюю скорость, соответствующую промежутку времени (#— 1). Птеть 


ВВ=5,, 


тда средняя скорость © представляет так: 


ВЕ 
Рассматривая отношение ЛЕ? ВИДИМ, ЧЕГО это есть не что иное, нак тангенс утяа, обра- 


вованного секущею 8$ с АЕ, т..е. 


ВЕ 
дЕ= 198. 


Итак, 
ОВ, еее + 6) 


тле. средняя скорость выражается тантенсом угла, образованного секущей, про- 
ходящей через две точки кривой пространств, с осью абецисе, при чем эти точки 
соответетвуют началу и концу промежутка’ времени, для которого вычисляется средняя 
скорость. 

Положим теперь, что время { приближается к Ь т.е, что точка В стремится ©0- 
впасть с А; в таном случае средняя скорость за время {#— 1) в пределе обратится в 
истинную скорость, соответетвующую Ё С другой сторовы, секущая 85 обратится 
в касательную АЕ к кривой пространств в точке 4; и угол В обратится в угол а, 
образуемый касательной с осью абсцисс. Таким образом в пределе будем иметь: 


== Рива. еее. - 7) 
Итан, истинная скорость в какой-либо момент времени выражается тангенсом 
угла, который обравует с осью абсциес касательная к кривой про- 
странств в точке, соответствующей этому моменту, 

Таким образом, для определения истинной скорости в данный момент надо 
провести касательную Е той точке кривой пространетв, которая соответствует этому 
времени; тогда тангенс угла ее © осью абециое и определит собою искомую скорость. 

Движение, в котором скорость с течением времени возрастает, называется 
ускоренным, а движение, в котором скорость со временем у бывае т, называется 
замедленным. Так как скорость выражается тантенсом угла наклонение касательной 
к кривой пространств, то не трудно видеть, что в ускоренном движении кривая 
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пространств обращена к оси абсцисе своею выпуклою стороною (фиг. 7); взамед- 
ленном же движении, наоборот, вогнутою стороною (фиг. 8). 

Это ясно из того, что ‹ увеличением времени угол а, 
образуемый касательной к кривой пространств в дачвой 
точке с осью абецисс, в ускоренном движении уве- 
личивается, ав замедленном—уменьшается. 

В равномерном движении пространство, пройден- 
ное кавой-либо точкой во время $, выражается, как мы 
видели, формулой: К 


Фбизкеню 


еберищное. 


= (8) 
0-5 х : 
Отнесенное к вышеупомянутым осям координат, это ура- 
Фиг. 7. внение выразит кривую пространств в виде: 
у, (д... . 8) 


так кан 3 =уи{=—4. Кав известно из анели- 
тической геометрии, это будет прямая линия 
отеекающая на оеи ординат отрезок 04=5, 
(фиг. 9) и имеющая угловой коэффициент, рав- 
„ный, очевидио, 7. Стоюда следует, что 


8, 


т.е. скорость равномерного движения рав- 
на танхенсу угла, образуемого с осью абс- 

х  ЦИсс прямою, предотавляющею линию про- 
странетв. , 

Этот результат можно получить прямо из 
общих соображений, а именно: так как при ускоренном движении кривая проотранетв 
обращена евоею выпувлою  стороною к оси 0», при замедленном. двине- 
`нии—к оси бу, то из этого можно заключить, что при равномерном движении кри- 
| вая пространств не должна быть выпукла ни 
к одной ив осей координат, т.е. должна предга- 
влять из себя прямую линию. На освовании же 
того, что истиииая скорость в какой-либо момент 
времени выражается тангенсом угла, который обра- 
вует касательная к кривой пространств в точке, со- 
стветствующей этому моменту, с осью абописе, и 
того, что касательная к прямой есть сама эта пря- 
фиг. 9. мая, заключаем, что екорость этого равномерного 
движения и выразится тангенсом угла В этой пря- 


Фиг. 8. 


мой с осью абециес. 

Угол В может быть различной величины: больше или меньше 90°. Отрезок, который 
будет отсевать наша прямая на оси 0у, кав мы указали, будет равнятся 5.. Если 5 
равно нулю, то уравнение (8) примет вид: 

У 02, 


и наша прямая пройдет через начало координат. 


-и- 


$ 5. Проенция ‘скорост@ на какую нибудь ось. До сих пор мы ‘рассматривали величину 
„скорости, не о ращая внимания на ее направление в пространетве; теперь же ухажен, 
Что следует считать за направление скорости. Вели движение прямолинейно, т.-е. если 
траектория точки есть прямая линия, то направление скорости есть не что иное, как 
у направление самой траектории. Еели же движение криволиней- 
„“  н0, те. воли траектория точки есть некоторая хривая линия, 
* то это движение (вписав в траекторию многоугольник с беско- 
нечно-больним числом сторон} взегда можно рассматривать, 
хак состоящее из безконечно-большого ряда прамолвнейных 
движений и направление каждой бесконечно-малой стороны 
ииогоугольника и будет давать собою направление скорости в 
› каждой точке траектории. Следовательно, в пределе за напран- 
ление скорое ти следует принять направление касатеть- 

фиг. 10. ной к траектории в данной точке. 


Чтобы представить геометрически величину и направле- 
ние скорости, поступают так: в рассматриваемой точке М (фиг. 10} траектории проводлт 
хасательную в траектории и откладывают на ней длину МИ = вту сторону, в которую 
дважется точка,—тогда вектор МИ и будет представлять собою скорость по величине 
и направлению. Заметив это перейдем к изложению доказательства основной теоремы 
кинематики, гласяшей, что проекция скорости точки на наную-нибудь ось равна скоро- 
сти проекции точки в прямолинейнум двиожении ев по этой оси. 


Для доказательства этой теоремы возь- 
мем на траектории АВ (фиг. 11), располо- 
женной как-нибудь в пространстве, две 
точки М' и М. Проведем в точке М траек- 
торни касательную, на которой стложим 
вектор %, представляющий скорость точки 
М. Проведем еще хорду ММ’ и на ней от 
точки М отложим МЕ, — величину раесма- 
триваемой скорости 7, так что #2 =. Про- 
евтируем точки М, Ми { на ось Ох. Для ` 
проектирования этих точек нужно через 
них провести плоскости, перпендикулярные 
к би 0х, и точки вотречи этих. плоскостей 

Фиг. 11. © осью и будут проекциями рассматрива- 

емых точек; пусть это будут точки т, т’ 

и к, Так кан вое проведенные плоскости параллельны друг другу, то на основанни того, 

что отрезки прямых линий, заключенные между параллельными плоскостями, пропорци- 
ональны менлу с06бой, можем написать такую пропорцию: 


ИИ: тт’ = НЕ: т/. 


Разделим члены первого отношения на 4, — промежуток времени, в продолжении кото- 
рого данная точка из положенни М перешла в положение №; получим: 


—_ 


Переходя к пределу п полагая 4=0, т.-е. что точка 4" сливается с точкой М, будем иметь 


| ит МЕ: т 
или: 
т (9) : т (71) = МЕ, ее - 08) 


ИИ 
Рассмотрим предельное значение первой из дробей, т.-е. величину —. Помножнм й 
разделам это отношение на дугу ММ; получим: 


С И, М ом. 
т-ф = Ма > РИ ‚т же" . (19) 


В геометрии доказывается, что предел отношения хорды в стативаемой ею дуге 
есть единица, т.-е, 


Той ин" 


=]. 
ии 
Что-же касается второго множителя, бт 2. ры ‚ то он, как предел отношения прой- 
деввото пути к соответствующему времеви, есть скорость движущейся точки, т.-е. 
| о Ми 
= 
Е 


Таким образом, соотношение (19) перепишется так: 


ИИ 
Я 


т еее + (20) 
ни 
Второй член, входящий в пропорцию (18), есть тт. Очевидно, что это есть 


скорость лочкн м (проекдия точки М) при движении ее по оси 0х; обозначим эту ско- 
роеть через %,„. Таким образом: 


с И . . 
ту уе * (21) 


Далее, вектор МЁ есть ® (по условию), а т! есть проекция вектора № на ось, 
0х, обозначим ее через пр, ®. Вследствие этого, а также в виду уравнений (20) и (21), 
соотношение (18) принимает вид: 
” 9:0, =9:ир,9 
откуда, после очевидных упрощений, находим: 
Пр. =, еее не нени + (22) 


что и требовалось доказать. 

Следетвие. Помощью доказанной теоремы можно по скорое тям п роекций 
движущейся точки на осях координат определить величину в направление скорости 
самой точки в ее движении по траектории. 
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Пусть движение точки М (фиг, 12) дано тремя уравнениями движения: 


2=/0, 
у=11 0, 
в = (0. 


Очевидно, что первое из них выражает за- 
кон движения проекции точки М по оби @х, вто- 
рое—по оси бу, третье--по оси 02. Раз эти ура- 
внения движение даны, то мы можем начертить 
для каждого из них кривую пространств, по кото- 

Фиг, 12. рой, как было указано, всегда можно найти ис- 

тинную скорость этого движения. Следовательно 

скорости проекций точки на каждую из осей могут быть найдены. Назовем ско- 

рости проекций точки: по оси 0х-—через $. По 0сп бу — через 9„ по оси 0: — через 1.. 
На основании предыдущего можем написать: | 


=РЧ, ` 
а...) 
"= 1), | 


Цусть нетинная скорость будет т, а углы, делаемые ею с осями кординат—а, В. т. 
Тогда, на основания уравнения (22), имеем: | 


#5 


о... .... 8 


Возведем полученные равенства в квадрат и сложим; получим: 


9 (05а сое 3 | со) =", а, 


Уз аналитической геометрии известно, что сумма квадратов косинусов ухлов одной и. 
той же прямой с осями прямоугольных координат равняется единице, а поэтому будем 


иметь: 
в = 


Ио, 


Вместо св, из, в выражение (24) можно подотавить или их выражения через 
производные (23), или же их выражения через дифференциалы, т. е. (ем. уравнение (14) ). 


откуда, 
зак екиенна # (26) 


. 4 | 
Реле | 
ой (но, : (3) 


— 4 — 


Подставив, получем: 


9ЕИРОЛЕОРЕГОЙ (4. -.:...-.. (26) 


или же 


--И + (+) .......... ет) 


Форьузы (25), (26), (27) определяют абсолютную величину скорости. а 
потому перед корнем надо всегда брать знак плюс {--); направление же скорости 
вполне определяется углами а, В и 1, образуемыми ею е осями коордвнат. 

Что касается до величины углов а, Ви 1}, то они определяютея из формул (24), 
дающих нам; 


Подетавив сюда виесто 9,, 9, и 2, их значение по уравнениям (23) и (26) получи: 


60а == ГО. =, | 
ПОЛЕ ОР 
м | в 
2098 УЛ ОЛ-НОР | 11°. 8) 
| 2.) 
2 У РЕРФРЕЬО ) 


При обовначениях производнных по Лейбницу, по уравнениям (23) и (27), получим: 


Нример. Даны следующие уравнения движения точки: 
2-40, | 
ужазте, иене. 
#== (1. | ` 
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Легко покавать, что траектория этого движения будет винтовая ливия. 
Из первых двух уравнений {30), возведя в квадрат и складывая, имеем: 


2 
я-а. 


Это показывает, что точка движется по по- 
верхности круглого цилиндра, имею. 
щего своей осью ось 02 (фиг. 13) и ради- 
усом основания отрезок т= а. Пусть про- 
екция этой точки М на плоскость хбу в дан- 
ный момент будет т, а угол радиуса а © осью 
@х бувет ф; тогда: 


.... (31) 


2=46089 
у =азтф 


Сравнивая эти формулы с двумя пер- 
выми формупами (30), приходим к ваключе- 


. нию, что: 
Фиг. 13. - 
ф= 
или 
у 1=9. 
[2 
Подетавим это значение $ в третью формулу (30); получим; 
бет нены + + 2) 


@ 


Формулы (31) и (32) показывают, что траектория движения есть винтовая линия, 
потому что величина # изменяется пропорциовально дуге 9. 


Определим первые проивводныя <, я я & Получаем ив уравнений (31) и (32): 


4% . 
—- = — возйьоф 
© 


4 
р ли . (3 
й 242605 ( 3) 


а 


—_н_—_„——_Ц_—ыЦщ 


& 


Подетавив в уравнение (27), найдем выражение скоростей точки М: 
= и -Е 
Для опре делевии углов можем воспользоваться формулами (29), подставив в них 
ау 4 у 


@х 
вместо 1», р) др ПЕ значения из формул (33). 
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$ 6, Равномерно-переменное движение. Равномерно-неременныхм двиожениел называется 
звакое, в котором отнознение зриролцения скорости к соответствующему времени есть 
величина постоянная. 

Если скорость точки в начале счета времени назовем через, а по проществии. 
времени # через ©, то для равномерно-переменного движения имеем: 


еее. + 84) 


тде д есть величина постоянная. Из уравнения (34) имеем: 
о - 9. еее ее ни + (35) 


Это есть формула скорости равномерно-переменного движения; величина 0 есть усво- 
рение. 
Полагая в формуле (34) #=1, получим: 


еее ньь. ‹ 86) 


Расематризая это выражение ускорения, можно сказать, что ускефение фавномерно-пере- 
меннов движения есть приращение скорости в единицу времени. Но это определение 
неполно, потому Что ускоренае не есть линейное число в собственном смысле, а пред- 
ставляет частное от деления разности скоростей на соответствующее время; а 
так как скорость относительно пространства есть величина первого измерения, а отно. 
сительно времени минуе первого: 


у РР, И], 


то ускорение относительно пространетва будет также первого измерения, но отноеи- 
тельно времени оно будет уже минус второго. . 


[= вл, п". 


Ив рассмотрения формул (34) и (36) имеем два определения ускорения равномерно- 
переменного движения. ; 

1) Ускорение равномерно-переменного движения есть постоянное по величине отно- 
шение приращения скорости к соответствующему времени или 

2) ускорение равномерно-переменного движения ееть постоянное по величине при- 
ращеяие скорости в единицу времени. 

Мы нашли формулу (35) скорости такого движения для любого момента #. Для 
того, чтобы вывести формулу для выражения, пространства, проходимого при этом. 
движении, воспользуемся так называемою кривою скоростей. Эта кривая выра- 

.щает изменение скорости со временем. 

Если известно, что 


={(@, 


то, ввяв прямоутольные оси коердинат и пологая, что © есть ордината у, а {-—-абоциеса 
2, получим некоторую кривую, выражаемую уравнением; 


- (9. 


1 


Эта кривая и будет кривою скоростей, Таким образом, ®риво10 скоростей назы- 
ваетея вометричцеское место точек, ординалты которых изображают скорости, соот- 
`ветствующие промежуткам времени, изображаемым абсциссами этииф осе точек. 

Кривая эта обладает следующим важным свойсхвом. 

Теорема. Просифанотво, прожодимое по траектории за время $ выраокюаетея ча 
‚диранме кривой скоростей (фиг. 14) некоторой определенной площадыо (04860) озра- 
чеиченной дулой кривой (АВ), осмо абоциес (0%) м двумя кройшими ординатами (0й и 
68}, соответствующими началу и кону рес моалтриваемою промежутка, времени. 

Пусть скорость некоторой материзаь- 
С В ной точки изменяется по закону: 


970). 


Отроим Еривую скоростей, для чего 
10 оси 0х охкладываем времена, а по оси ` 
бу— соответствующие скорости. Получии 
. таким образом кривую скоростей ИВ с урав- 


нением; 
’ У=Г(). 


Пусть точка Я движется по прямой 

КЕ и в данный момент находится на рас- 

г. стоянии 3 ох начала К. Пусть скорость ее 
в эхот момену равна ®, и выражается ор- 
иг. 4. динатой 0А. Чтобы установить теперь связь 


. между скоростью и проходимым простран- 
<хвом, поступим так: разделим время { = 06 на весьма малые промежутки 4$ и рядом с дей- . 
схвительным движением будем рассматривать некоторое другое, фивктивное, при котором ` 
‘точка в ‘продолжение каждого промежутка 44 двигалась бы равномерно, имея ско- 

1 рость, соответсхвующую началу этого промежутка времени, т,-е. чтобы в продолжение 
первого промежутка времени скорость точки оставалась все время разной’ 
‚скорости в начале первого промежутка 44, т.-е. ©, в продолжение второго про- 
промежу тка времени оставалась равной т;, третьего — 1, и т. д. (На деле эти скорости 
пусть постоянно воврастаю =). 

Пространства, проходимые при таких условиях, выравятея очевидно. тав: про- 
схранство, пройденное в. первый промежуток. 4 со скоростью 9х. будет равно 9,4; 
‚ пространство, пройденное во второй промежуток времени, будет равно %,44, и т. д. 
“Зоста вив таким образом выражение для пространств, пройденных в соответетвующие 


промежутки, и сложив их, получим путь пройденный точкою за &; обозначим его через” 
„Р. тогда имеем: 


Ы 


„РЕБ. 


Не трудно заметить, что путь Р графически представится сумною пложадей пря. 
моугольников, построенных на основаниях 4 и имеющих своими высотами каждый 
свою, ему соответствующую, скорость. Эта сумма сведется к площади, ограниченной 
зубчатым` контуром 441690.... 8, вписанным в кривую 48. Так как по предполо- 


женпю, скорость точки все время `воврастает, то Р будет меньше дейотвительного 
пути ©, т.-е.: 


Я>Р. 


Жуковский. Теоретическая механика. Выл,  . 2 
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Теперь предположим, что рядом с действительным движением материальной точки 
совершается другое так, что точка движется в продолжение каждого промежутка вре. 
мени 4 опять равномерно, но’на этот раз со скоростью, соответствующей концу 
каждого промёжутка 4 т.е. в продолжение первого промежутка 441— со скоростью %,,, 
соответствующей концу первого промежутка, в течение второго промежутка со ско- 
роетью 0, ит. д. 

Составим пути, пройденные в каждый отдельный момент; получим с, 4; т, 46 г; 46 
ит. д Сложив их, найдем путь ©, пройденный таким образом во все время Г 


д и-ь Аа ....= 9. 


Этот путь равен площади, ограниченной на фигуре 14 описанным зубчатым 
хонтуром 44162....В. Так как в этом движении скорость в каждый промежуток 4 
остается все вреия больше действительной‘ и равна ей только в конце промежутка, 
то, очевидно, путь, пройденный в этом движении, будет больше действительного т,-е. 


9>8. 
Итан, получим, что 


9>5>Р. 


Переходим к пределу предполагая, что 4 стремится в нулю. Тогда площади Ри 
$ будут стремиться х совпадению, и в пределе, при 44 равном нулю, совпадут и соль- 
ются с своим пределои--площадью 5, так что в результате и получим: 


©’ == 04860. 


Приложим теперь эту общую формулу к равномерно-переменному движению. ЁВри- 
вая скоростей в этом движении будет представлена уравнением: ` 


‘=. 
При г=уи {= т, получим: 
уе: еее не ни, . 81) 


Этэ--уравнение прямой, отсекающей на оси (у отрезок, равный, очевидно 0А Пусть 

. таною прямою будет АВ (фиг. 15}. Но- изложенной 
теореме, для определения пути, пройденного точ- 
кою за время # (пусть { в данном случае равно 
06), нужно только определить площадь О4ВС. Фи- 
тура ОАВС есть трапеция; так что путь, прой- 
денный точкою за время [, выразится паощадью 
этой трапеции; таким образом, имеем: 


У. 


не ск 


ой -- 68, 
Фиг. 15. 


те ОА и 28 представляют собою, очевидно, скорости движущейся точки в начале и 
конце рассматриваемого промежутка. Обозначив эти скорости ®, и г, получаем: 


ВЕН, ль... : 88 
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Из этой формулы видим, что средняя скорость в равномерно-переменном дви- 
жении всегда представляется полусуммою скоростей, соответствующих началу и концу 
движения, т.-е. 


Вотавив в уравнение (38) вместо скорости © ее выражение по уравнению (35), 
получим: 


я а. 9 


Это и есть основная формула равномерно -переменного движения, 
определяющая пространство, пройденное во время {. 

Полагая в формуле {39) +, ==0, т.-е. предполагая, что скорость в начале времени 
+ равна нулю, получим; 


уе , (40) 
еее нь +) 

Из уравнения (41) определяем время, получаем: 
СЛИВ. @2) 


Подставив это значение { в уравнение (40), получим: 


И, нь... 8 


где скорость, как и время в уравиении (41), выражена в зависимости от пройденного 
пути. Формулы (40) и (41) показывают, что в этом случае скоробии пропориионалено 
временам, п пространства пропорциональны квадратам времен. 

Из формулы (38) усматриваем, что равномерно-переменное движение за 
нремя { можно заменить равномерным со скоростью, равной среднему арифме- 
тическому из начальной и конечной скоростей. 

Выражение ‚пространство, пройденное точкой, равно площади“ 
должно принимать не в буквальном смыеле, т.-е, не должно считать, что пространство 
выражается в крадратных единицах. В этом условном выражении надо видеть только 
то, что число квадратных единиц, выражающих площадь, равно числу ли: 
нейных единиц, измеряющих пространство, пройденное точкою. 

Если 0 в формуле (35) положительно, т.-е. если скорость со временем `воз- 
растает, то движение называется равномерно-ускоренным, и кривая скоро- 
стей, будучи прямою линией, имеет направление, указанное на чертеже; евли же д 
отрицательно, то движение называется равномерно -замедленным, п линия 
скоростей образует с осью @х тупой угол, 

Покажем графически, что в равномерно-ускоренном движении без 
начальной скорости: ` 

вскорости возрастают пропорционально временах; 

пространства, счихая от начала движения, — квадратам времен; 

пространства же, взятыя в каждую отдельную секунду, — не- 


четныи числам. 
2* 
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Т) Покажем, что скоростн. возрастают пропорционально временам, т.-е. 
по прошествии двойного, тройного и т. д. времени приобретается скорость также в два, 
три и т. д. раз больше. 
`Так как, по условию, начальная скорость равна `нулю, то в уравнениях (35) и ; (37) 
для этого случая нужно положить $, =0 так что уравнение прямой скоростей (37) пе- 
репашется теперь так: 
` у еее еее (40), 


а самая прямая будет проходить через начало координат (фиг. 16), 

Отложим на оси абсписс принятые нами единицы времени, положим секунды; 
так что бт==те =пр==...=15е0; отрезки ординат, восстановленных из точек деления 
между осью абециее и прямою скоростей АВ, например, отрезки ма, пб, ре, и т. д— 
очевидно, выражают собою скорости, соответствующие моментам т, и, р, 4 ит. д., т.-е. 
зто будет 2, > 9; из подобия прямоугольных треугольников бат, Обп, и т. д. имеем: 


Е 9:0.:0, 1... 231:2:3:...; 


что и требовалось доказать. 

1) Проходимые от начала дви- 
жения пространства пропорциональ- 
ны квадратам времен, употребленных на 
это прохождение 

Через точки а, 6, 2,.... вотречи ординат 
с прямой АВ проведем линии, параллельные 
оси @х, а черев точки деления на оси дх (т, 
п, р,...)-— параллели самой прямой; тогда все 
площеди, выражающие пройденные простран- 

й ства в соответствующие времена, выразятся 
х соответственно площадями треугольников: дат, 
Оби, Осер, . ит. д. Обозначим их черев 5, 
Фиг. 16. 8, 8»... 
2» 5 
Рассматривая отношение этих ‘площадей в зависимости от числа составляющих их 
раниых треугольников типе бат, найдем, что: 


5: :8::6:....=1:4:9:16:.... 21: 20:32: 4:... 
что и требовалось доказать. . 
11) Обозначим лерез 5’, 5”, 6" и т. д. пространетва бат, табл, пбер,..., прохо- 


димы в последовательные единицы времени; из чертежа найдем, что: 
5:5": 5":...=1:3:5: 


Отеюда видно, что: пространства, проходимые в каждую отдельную 
единицу времени, относятся между собою, как ряд нечетных чисел. 

$ 7. Ускорение во всяком движения. Выше (стр. 16) было указано, что называется 
ускорением равномерно-переменного Движения. Теперь, что! бы ‘выразить ‘быстроту изме- 
нення скорости во всяком движении, воспользуемея выражением ускорения этого дви- 
жения в данный момент времени. Для упрощения задачи выясним вначела, что назы- 
вается средним ускорением за данный промежуток времени. . 

Пусть х будет. скорость в конце времени #,, а ®’— скорость в конце времени #. 


Если бы диижение, имеющее место за время #— было равномерно- перемен- 
ным, то ускорение его, по предыдущему, выразилось бы величиной; 


еее, (44), 


Эту-то величину и называют средним ускорением за промежуток времени 
+—& Таким образом можем сказать, что среднее ускорение любого движе-. 
ния за данное время есть ускорение того равномерно-переменного 
движения, при котором, в продолжение данного: промежутка вре- 
мени, скорость возрастает на ту же величину, что и в рассматри- 
ваемой движении. 

Среднее ускорение дает нам. представление о среднем изменении скорости в 
промежуток времени # —# Для того же, чтобы получить понятие о быстроте изме- 
нения скорости в данный момент времени, рассуждаем так же, как это мы делали 
при определенни нетинной скорости. 

Разделим все время движения на малые равиые между собою променутки времени 
44 и определим для каждого промежутка соответствующее среднее ускоренне, —©хо можно 


выразить, очевидно, в виде 2. Зообразим, что кроме рассматриваемой точки М по той 


же траектории движется другая, воображаемая точка М, которая выходит в начале 
каждого промежутка временн нз того же самого места, что и точка М, и с тою же са- 
мою скоростью. Движется эта точка не равномерно, а так: в продолжение первого иро- 
межутка времени 4 точка М движется равномерно-неременным движением © 
ускорением, равным среднему ускорению точки М за первый же промежуток вре- 
мени; в продолжение второго, третьяго,... промежутков времени 4 точка М движется 
опять равномерно-перемеиным диижением, но уже с ускорением, каждый раз равиым 
вреднему ускорению точки М для второго, третьяго и т. д. промежутков временн. 

„Очевидно, что в конце каждого промежутка времени 4 скорости точек М и И 6у- 
‘дут одинаковы. Вследствие этого, движения точки А будут несколько походить на ’дии- 
жения точки М; совершенно же одинаковы они будут тогда, когда промежуток времени 
4+ будет безконечно близок к своему пределу —нушо, потому что тогда во всякое время 
скорости этих двух точек будут одинаковы. 

Поэтому за действительное ускорение точки М в данный момент временй 
можно принять предел, к которому стремится среднее ускореняе точен № так что, 
называя истииное ускорение точки М в данный момент времени через 0, получим: 


— № : м 
уу. ..:.....:..: ® 


9=йт ут 


‚ В пределе, когда #—{ стремится в нулю, ®'—1 тавже стремится к нулю. Итак, 
истинное ускорение во всяком двиокенци в данный момент времени есть тредел сред- 
нею ускорения. ` 

Если в вырашении истинного ускорения (45) положим; 


#10, 
Ш 


0, 


то получим величину, на первый ‘взгляд кажущуюсен неопределенной; но если закон из- 
менения разности скоростей (у — 5) и закон изменения разности времен (# —1) известны, 
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то всегда можем‘ раскрыть полученную неопределенность, рассматривая се, как предел 
отношения этих разностей. 
На самом деле, пусть закоя пространств нам дан: 


8=70). | 


Закон скоростей, как это уже известно, выразится в таком случае так: 


Дадим теперь # безконечно малое приращение 2/, —за этот промежуток времени 
точка Из положения И переходит в смежное положение № тогда, как иввестно, истин- 
ное ускорение ло уравнению (45) выразится так: 


ев 
= рт 4 т ‚ 


но 


Ел =Ра+ а), 
д=Ра-+9 РО. 


Взяв отношение этого приращения скорости к соответствующему приращению вре- 
мени /4 и переходя к пределу, получим: 


откуда 


, 
1} — 
т И -РО Ро. , ав 
„На основании основных теорем дифференциального исчисления утверждаем, что вторая. 
чаеть полученного уравнения (46’) предотавляет собою не что иное, как вторую 

производную от функции /(@) или от функции $ (ибо $=/ (1), 


Поэтому: 
т РЕЯ Г 9+4 РО 


=". + (46) 


с другой стороны, принимая во внимание, что по уравнению (14) 
& . Ё 
РО есь (8 
и дифференцируя полученные выранения по }, находим: 
Феи, 8 
=! =, 


так что уравнение (46) перепишется так: 


5 __@ 
РО... 


т.-в. истинное ускорение вслкоо переменною двиокения ‘равняется второй производной 
о пространства по времени или первой производной от скорости по времени, 
$ 8. Геометрическое представление среднего и истинного ускорения помощью нривой сно- 


рустей. Пусть кривая скоростей данного движения будет 48 (фиг. 17). О построении 
этой кривой уже было сказано выше при графическом определении пространства +, 
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пройденного по траектории. Положим, что точка движется по своей траектории 
так, что путь, пройденный ею за время (— 1), оказывается выраженным площадью 
тИ!т. Пусть уравнение скорости есть: . 
у у =} 
или, в координатах (2,5): 
9—2), 

Посмотрим теперь, как. выражается 
помощью кривой скоростей как сред- 
нее, так и истинное ускерение. От- 
дожим по оси х от начала 0 величины 
бт —{и 61 =; тогда ординаты Мт и № 
выразят собою соответствующие этим мо- 
ментам времени скорости хи *. Средиее 
ускорение для промежутка времени ((— 
1, как известно, выражается по уравне- 
нию (44) так: 


. 'Проведем через точку М линию М, паразлельную оси 0х; тохда катет № будет 
представлять собою разность (5—2), разность же (?—{) предетавится вторым катетом 
МЕ того же прямоугольного треугольника МИ, так это: 


_ м 
Ел 


м : 
Рассматривая отношение уу, ВИДИМ, что этО’ есть не что иное, как тангено, 


угла, образованного секущей /№$ с осью абсцисс; обовначая этот угол через В, получаем: 


98, 


х К 
Фиг. 18, Фиг. 19. 


т.-е. среднее ускорение выражается по кривой скоростей зтанленсом ума наклонения 
севущей, проходящей через две точки кривой скоростей, к оси абениес. 
Положим теперь, что время Ё приближается к {, т.-в. что точка М стремится с0- 
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виаоть с точкой М; в таком случае среднее ускорение в пределе обрататся: в истинное, 
секущая №$ обратится в касательную МТ к кривой скоростей в точке М, а угол В обра- 
тится в угол а, образуемый касательной с осью 0х. Таким обравом, в пределе будем 
иметь: 


= ива, (не. . (8 
т.-. истинное ускорение в хакой-либо. момент времени выражается танменсом зла, 
который образуст с осью абениес касательная и вривой сьоростей в точке, соответ- 
ствующей этому моления. 

Цоетому для определения истинного ускорення в данный момент надо только про- 
вести касательную в той точке кривой скоростей, которая соответствуех этому времени, 
п тогда тантенс угла этой касательной с осью абсцисс и даст нам искомое ускорение. 

Заметим, что отсюда вытекает следующее: если © возрастанием абсцисс кривой 
возрастают н ее ординаты, т... у увеличивается, как это имеет место на фигуре 18, 
то движение, для которохо закбн скоростей характеривуется такою кривою, ееть уско- 
ренное (9>0). Езли же ординаты кривой А”В” в возрастанием абсцисс убывают, 
как эхо пмеет место на фигуре 19, то движение будех замедленное (9<.0). 

Необходимо принять во внимание, что расемотренное нами выше истинное 
ускорение выражает изменение только величины скорости, не обращая внимания 
на то, что в криволинейном движении скорость изменяется также и`по направле- 
нию; в виду этого обстоятельства раесмотренное ускорение называется танген- 
циальным ускорением, т.-е, изменением скороети по направаению касательной 
к траекторни. ` 


$ 9. Полное ускерение. Хотя тангенциальное ускорение и дает нам явное 
представление о величине скорости во всякий данный момент времени, но оно не 
. дает нам никакого указания на то, ка- 
ким образом направление скорости 
в Меняется с течением времени. Поэто- 
му понятие об ускорении необходимо: 
расширить и в этом направлении, 
вводя так называемое полное уско- 
рение, которое характеризовало бы 
собою не только изменение величин'ы, 
но и изменение направлення ско- 
роети во всякий момент времени. Пол- 
ное ускорение получается следующим 
Ак ы образом. 

Пусть АВ (фиг. 20} будет траек- 
тория точки М. Положим, что эта точка, 
двигаясь по траекторни в продолжение весьма‘ малого промежутка времени 4, неремесхи- 
лась из положения М в положение М", и пусть скорость ее в точке Месхь 9, авМ' будет %.. 
Построим эти скоровти, для чего проведем касательные к траектории в точках МиМ ее 
и отложим на них величины соответствующих скоросхёй: ИФ и М’ =. Затем про- 
ведем из точки И линию МЕ, параллельную н равную №'А", так что МЕ ++ "А", Соединим 
точки И и ЕЁ. Тогда линия М будет представлять. собою геометрическую раз- 
ность скоросхей 9'и т, так чхо №, будучн сложена с МИ по правилу параллелограмма, 
даст скорость МЁ == №’ —4'. Далее проведем лннию МА, параллельную №, и отложим 


№ 
Е ся 


м 


"Фиг, 20. “ 
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на нев величину МА = 4%. которая и называет ся средним полным. ускорением. 


ели промежуток времени конечный, то это среднее полное ускорение характеризует 
изменение скорости за даниый промежуток времени 44 как по величине, та и ло на- 
правлению. Действительно, если линия МА дана, то по скорости % можно найти вели- 
чину ‘и направление скорости 9, для чего стоит только помножить МК на 44 и отложить 
полученное произведение на линии А/, параллельной МА. Таким образом, мы получим 
точку Г, соединив которую с М, найдем направление и величину скороети 9. 
Положим чеперь, что промежуток времени 4 стремится к нулю, т.-6. что точка М’ 
` етремитея слиться © точкой №; тогда линия МК получит в пределе, при 4=0, внолне 
определенную величину и направление, так как закон, по которому приближаются к 
нулю числитель и знаменатель, внояне определен. Называя предел расематриваемого 
вектора через 7, получим: . 
. „МЕ 
= р. 
Величина‘), данная по величине и направлению, называется полным уско- 
рением точки в данный момент времени. Она характеризует изменение величины 
скорости и ве направления за соответствующее этому изменению безконечно»ма. 
лое время, у ` у 
Полное ускорение представляет предел отношения геометрической 
разности скоростей в боответствующему промежутку времени. Шо. 
этому его можно назвать зеометрической производной от скорости о времени. Это бу- 
дет некоторый вектор. 
Установив понятие о полиом ускорении» ‚докажем несколько теорем, в нему отно 
вящихся. 
Теорема. Проекция полною ускорения ппочки на какую-либо ось равна таиен- 


циальному ускорению проекции рассматриваемой точни в ве прямолинейном двизкении 
10 этой оби. , 


‚. ` Положим, некоторая 
ы — точна (фиг. 91) за проме- 
жутоЕ времени '& пере- 
мещаетея по своей траек- 
торни АВ из положения М 
в положение М’. Пусть 
Шо и М’ выра- 
жают по величине и на- 
правлению соответетвую- 
щие этим положениям ено- 
рости движущейся точки. 
Тешерь из точки М про- 
х  водим линию МЕ, равную 
и параллельную МА". (о- 
Фиг. 21. . единив точки Ми Ё пря 
. мою А, отложим на ней 
отрезок ик, равный 7, где 7 ееть полное ускорение для’ положевия М. Проектируем на 
ось Ох точки М, №, М, №, Е и К, для чето проводим ряд нараллельных плоскостей, про- 
ходящих через проектируемые точки перпендикулярно ови 0х; перевечения этих плоско- 
стей с осью 0х и дадут на ней нужные нам проекции и, т’; м, п’, и 4. 


о 
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Из курса теометрии известно, что две прямые линии, пересеченные рядом парал- 
лельных плоскостей, дают отрезки, пропорипональные между собою. Прилагая эту тео- 
фему к прямым М и 0х, можем написать следующую пропорцию: 


м _ МК . - 
= в. (4 
ее еь с 9 


Р»вделив числителя и знаменателя первого отношения ‘на „1+, получим: 


мо 
1: 


ЕК. ее. (49) 


Перейдем к пределу, предполагая 44 стремящимся к нулю, и рассмотрим предел каждого 
члена пропорции отдельно. Имеем: 


‚ МЕ 
т ий 


что следует из определения полного ускорения. Далее: 


еее @ 


ХЕ ‚ и/— тп 
т =Ит—-ь 


«й 


Величины т/ и ли суть не что пное, как прозкции скоростей 'и © на ось 0х, что 
видно из чертежа; поэтому: 
тп пр. 


ой, ай — тт а, — пр.” 
ету = т — ЗЫ 46) 


Фыло доказано, что проекция сворости на ось равна скорости проекции точки на 
этой оси, следовательно: 


про и пр’ 


в виду чего уравнение (5) перепизнется так: 


про’ — пре 
Тат ВР? ПРЕ 


Дальше 


МК = 


по построению, а , 
т = пр,д. 


Подставив найдениые величины в пропорцию (49'), найдем: 


пр.» 


1:9= 
откуда: . . 
и Пр = еее. (80) 


Следотвие. Ба основании доказанной теоремы можно определить величину и 
направление полного ускорения, когда изнество движение проекций движущейся 
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точки ло трем осям координат. Положим, что уравнения движения проекций точки 
по трем осям координат (фиг. 22) будут: 


: 210 , 
у-ЬЮ . 8 
==1,® 


Проектируем полное ускоре. 
ние 7 на оси координат, по- 
лучим: 
пр.1=7 6084 | 
пр,/=7с08и › . . (52) 
*х пр.7=7 608% | 


тде 2, и, у суть углы, кото- 

рые образует полное ускоре- 

ы ние 7с осями координат. За. 

Фиг. 22, ` метив, что проекция полного 

. ускорения 7, изображаемого 

вектором ММ, на ось 0х есть ускорение проекции точки №, т.-е, точки м, при ее дви- 

жении по оси 0», и что закон движения точки т по оси 0х дается первым из урав- 
нений (51), имеем на основании уравнений (46), (50) и (52): 


608 =, еее (53') 
Подобным же образом получим: 
Деови == (еее ние (53”) 
76089 =", (Вене (53"') 
или, вводя обовначение произвохной по Лейбницу: ” 
. 4% . у - : 
16084 де › 29088 п ео еее {54) 


Возведя полученные уравнения (54) в квадрат, получаем: 
, 4 \* 4. Фе: 
Лоо (=) ‚608 (+) › 72603 (=) . 
Окладывая правые и левые части, находим: 
фх Фу", [42 
рвов ово) = (др), +(%) +(=) ` 


Сумма, стоящая в скобках в левой части уравнения, как известно из аналитической 
геометрии, равна единице; поэтому полученное уравнение переписывается так: ' 


2=(я)+(#) + (=) 


извлекая квадратный корень, имеем; 


(5 
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Так как по этой формуле определяется лишь абсолютная величина ускорения 7, то 


перед корнем всегда берется знак (--), направление же полиого ускорения определяется 
углами 1, и ит при помощи уравнений (54): 


В эти равенства остается подставить значение } из уравнения (55), 
Пример. Даны следующие уравнения движения точки: 


2=4608 9 | 


у=азтоь диета. в 80) 


З=СЬ 


тде а, © и в постоянны. ‘Требуется определить величину и направление полиого 
ускорения. 

Этот пример разбирался в конце $ 5и 
там было показано, что траектория точки есть 
винтовая хиния. Там же была определена ско- 
рость этого движения (фиг. 93). 

Переходим в определению ускорения 7. 
Берем первые и вторые производныя от фор- 
мул (30). Получаем: 


й 
@ 5; 9% _ з . 
Е — ао пов = воз 
Е ==— 44 608%; ри зб; 
. 
‚ в 
. Теперь подетавим значения полученных вторых 
Фвг. 3.  ^ , производных в формулы {55) и (54) После оче- 


видных упрощений получаем: 


= Ио (обор зто) = аа; 


6084 = — 6059 
605 = — 9908 
6057 =0. 


Первая ив этих формул показывает, что 7 имеет постоянную величину 40*; три послед_ 
ние показывают, что направление 7 прямо противоположно вектору д», т.-в, направлено 
от Ик 6, где МФ параллельно бт, 

$ 10. Проенция полного ускорения на касательную и нормаль н траектории. Прежде чем 
перейти в определению проекции полного ускорения на касательную и главную нор- 
маль, приведем некоторые геометрические положения и теоремы, на которые нам при- 
дется опираться при дальнейшем изхожении вопроса. 

Положим, что мы имеем какую-нибудь кривую, хотя бы и двойной кривизны. 


Возьмем на этой кривой (фиг. 24) три точки 4, В и @ и проведем через них плоскость 
Й и окружность 0,—этими тремя точками как плоскость, так и окружность определятся 
вп‹ лие. Построение этой окружности возможно веегда, как бы близко ни были взяты 
эти три точки на данной кривой. 

Таким образом, мы всегда можем взять сколь угодно малый элемент кривой (хотя 
бы и двоякой кривизны), который характеризовался бы тремя безконечио близкими 
т друг к другу точками, и вообразить через 

эти три точки плоскость, которая, но за- 

мечанию, сделанному выше, будет иметь‘ 

вполне определенное положение в прос- 

транстве Й будет характеризовать собой 

положение взятого нами безконечно ма- 

лого’элемента кривой; круг же, проведен- 

ный Через эти три точки и, очевидно, 

лежащий в той же плоскостн, будет внол- 

не определять собою изгиб кривой (© 
жривиану). › 

Плоскость, определяющая положение 

расематриваемого элемента кривой (пре- 

фиг. 24, дельное положение плобхости №), называ- 

` -етея сопринасающейся, плосносиью, а вы- 


`  шеупоманутый круг—пруюм хривизны. 
Если кривая плоская, то воприкасающейся плоскостью будет плоскоеть самой кривой. 
Понятно, что чем изгиб кривой больше (чем кривая изогнутее), тем радиус круга 
кривизны меньше, т.е. нривизна обралино пропорциональна ‘радиусу. Этот радиус 
называется ‘радиусом кривизны п обовналаетея обыкновенно 
треческою буквою р. . 

Посмотрим теперь, как измеряется кривизна кривой в 
данной ее точке, т.е. выясним, что называется мерою 
кривизны. 

Положим, что имеем плоскую кривую 46 (фиг. 25). 
Возьмем на ней две произвольные точки: 4 и В и проведем 
через них касательные к кривой: А н ВР; пуоть.эти касатель- 
ные пересекаются в какой-нибудь точке М. Угол ИМР, образуе- 
мый этими касательными, называется углом смежности 
и обозначается греческой буквой 0. Понятно, что ири одной 
и той ве длине отрезка кривой АВ, чем больше кривизна, 
тем больше угол 0, и обратно; следовательно, ирививна кри. 
вой прямо пропорциональна уу смежности и обратно про- 
й Фиг. 25, порциональна длине взятою элемеипа АВ. Выражающее 


. эту мысль отношение у, где 4 =АВ, п может служить мерою кривизны, и предел 


этого отношения, при $==0, называется крлвивзной в точке А. 

Посмотрим теперь, как выражается кривизна окружности. На круге радиуса р 
(фаг. 26) возьмем сначала духу АВ конечных размеров; в точках А п В ея проведем 
касательные АМ и ВР; пусть они пересекаются в точке М; тогда угол АМВ и будет 


углом смежности: 
. д МИВ = 0. 
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Из центра окружности 0 проводим окружность радиусом, равным единице. Утол 9 == 08, 
выраженный в пинейных единицах, будет представлен дугою аё. Так как дуги АВ и а6 
относятся между собою, как соответственные радиусы, то, обозначив дугу АВ Через 4$, 
будем иметь: 


С) 
Мы видим, что для круга отношение 75 не зависит 


от длины дуги ИВ и воть величина постояниая даже и 
не в пределе, а потому: 


[2] 


= ИЖ 91 
45 вр. СР 


8 ф' 


т.е. кривизна круга постоянна во всякой 
точке и обратно пропорциональна его ра- 
диусу. , 

Посмотрим теперь, чем измеряется кривизна про- 
нзвольной кривой. Мы уже знаем, ‘что называется 
кругом кривизны какого-нибудь элемента произволь- 
ной кривой. Заметим, что в предене часть кривой 486 
(фиг. 21) мы можем принять совпадающей с соответехвенным кругом кривизны и счи- 
тать, что для кривой: 


Фиг. 26, 


(ал - 


тде О есть угол смежноети для элемента кривой АВ (он будет лежать в соприка- 
сающейся плоскости), 4 — длина элемента АВб и «-— радиус соответетвенного круга 
кривизны. 

Вспомним теперь, что ‘называется в геометрии главной нормалью кривой, 
Нормалью вообще называется перпендикуляр к’касательной к кривой, восставленный 
пз точки касания, Так как к прямой в пространстве, в данной ее точке, можно про- 
вести бесконечное множество подобных перпендикуляров, а значит, и нормален, то 
нормали, вообще, могут иметь различные направления; но из ‘всех этих нормалей 960- 

- бенно замечалежьна одна, — именио та, которая лежит в соприкасающейся. плоскости, — 
она-то и называется, тлавной нормаль. Для плоской кривой это будет, очевидно, 
нормаль, хежащая В ее плоскости. Заметив это, изхожим одву из главнейших теорем 
кинематики, а именио теорему: 

проекция полною ускорения ча мавную нормаль, называемая нормальные ускоре- 
пием, равна квадралу скорости, деленнозиу а ‘радиус кривизны траемтории в датой 

2 


Ф й 
точке, зи.-е. =, а проекция полною ускорения па касалтелыиио, называемая талиен- 


циальным ускорением, равна производной от скорости по времени, т.е. 


Для определения величины проекций полного ускорения на касательную и главную 
нормаль к траектории (эта нормаль, очевидно, будет направлена по радиусу кри 
визны, идущему в точку касания), примем, для простоты рассуждений, что траектория 
АВ воть плоская кривая (фиг. 27). Положим, что движущаяся материальная точка 
в промежуток времени /{ переходит из положения № на этой траектории в положение №. 


— и - 


Проведем в точках М и М’ касательные МГ и М'Г и отложам на них соответствующие 
скорости % и х', так что 


Ис -ь, №" 


Затем по векторам Мб и №М'С' определяем велнчину н направление полного уско- 
рения, ддя чего через точку М проводим линию МВ, равную и параллельную Й'0'; со- 
единив точки Си 0, получим направление, которое в пределе и будет направлением 
полного ускорения. Через точку Й проводим далее линию, параллельную 61, и откла- 
дываем на ней отрезок. 
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МК Др’ 


ноторый в пределе и представит 
собою ускорение. 

Проводим теперь в той же 
точке М главную нормаль 
МИ и проектируем отрезок МА 
на касательную МТ н нормаль 
ММ. Получим таким образом нуж- 
ные нам проекции полного уско- 
рения ИМ и МР. Из точки В 
опускаем перпендикуляр ДР на 
касательную МТ. . 

. Из подобия треугольников 
МИК и СЕВ — имеем: 


НК _ ИН _ КИ _ 1 


й ЕН - и ‘6% 
. отношение‘ приравнено Е т ‚ потому что 
60 
и —- р, 
'Из этого ряда отношений имеем: 
ИР, ин. 


4? й 
Заметим, что угол ТИР равен углу ТЕб', а это есть угол смежности, т.-в. 
‚  ИТЕб’ == 0 == ТИ. 


Обозначим проекцию полного ‘уекорения на нормаль, №6 -==АН, через 7, & проекцию 
на касательную МИ, — через 7, тогда будем иметь: 


еее: #5 


нее ьь. + 68) 


Из прямоугольного треугольника МЕР имеем: 


ЕВ — МВт Он 0; 
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поэтому 
ут 0 
ил 


„= т 


Представим полученное выражение так: 


=, = т 


’зт 0 м й 
р: 


Переходя к пределу, будем иметь: 
йти =, 


рее ==}, 


Ит 9—1 
4$ 0?’ 
„8 
[6 и=" 
Подставляя эти значения пределов в выражение (59), получим: 


. 1 
7.=9.1.5. 


. - 69) 


.. (60) 


Для доказательства второй части теоремы заменим в выражении (58) проекдан 


полного ускорения на касательную СР — разностью двух линий МР и М: 
СЕ = ИР 6. 


Отрезок ИР находится из прямоугольного треугольника, ШРО 


ИР = М0 с080 =%'0050, 


Ис = У. 
Подставляя найденное значение СР в выраженне (58), получим: 


2'0059 
& 


д=йт 

но, так как 
| 9 
203 9=1— 29 5, 


то 


‚0 
и (ги —в 
1. = я 


или, раскрывая скобки: 


. (| — в 
9, = 2 
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Второй член второй чаети представим так: 


9 
рб. 
зи - , 


й п и = |2.=- зт9. . иене. ‚ (62) 


`Нереходя к пределу, будем иметь: 
йто =, 


о: @ 
т вт ——- ==0, 


‚ @ 
Предел $т-- равен нулю, потому что при сближении точек М Я #' угол 9 обра- 


шаетея в нуль. "Так как один множитель произведения (62) обралцается в нуль, то, сле- 
довалельно, и весь второй член уравнения (61), рассмотрениый нами отдельно, равен 
в пределе нулю. Таким образом, уравнение (61) сводится к уравнению: 


Я=йт 
Следовательно, требуемое доказано. 


Определим теперь самое полное ускорение 7. В прямоугольном треугольинке ЯбК 
линия МА есть гипотенуза; поэтому имеем: 


МК=у #6 6" 
пан 
` УМЕ. 
НПодетавив сюда значение 7, и}, из (60) и (63), получим: 
‚ИЕ. 
-=иИ (+7) -...-:.:..... 8 
`Приложим полученные формулы к чаетным случаям движения. 
1) Если полное ускорение 7 равно нулю, то из формулы (64) следует, что отдельно 
[а 1? 


& = би— = 0; это показывает, что скорость Ф есть величина постояиная, а радиус 
© равен со, т. в. точка движется но прямой линии. Следовательно, это — случай 
равномерного движения по прямой линии. 

2) Положим, что точка движется равномерно, так что скорость ® есть величина 


постоянная: тогда, 


Жуковский, Теоретачеесая механика. Выа, И. 
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Следовательно, в этом случае существует только одно нормальное ускорение 


направленное по радиусу, — ово называется центростремительным. Таким обра- 
зом, при равномерном движении по всякой кривой, полное ускорение 
нормально = кривой. 

8) Если траектория есть прямая линия, то 


и тогда нормального ускорения не будет, а`вое полное ускорение будет направлено 
2 этой прямой и равно: 


Сложение движений точки. 
. , | 

$ И. Определения. Движение материальной точки, отнесеиное х неподвижным 
в пространстве осям координат, называется абсолютным. Это движение мы уже 
рассматривали, при чем предполагали, что траектория, по которой движется точка; 
остается неподвижной. . . 

Если же движение точки мы отнесем к осям, которые сами могут перемещаться 
в пространстве, то движение точки в пространстве по отношению к этим подрижным 
осям называется относительным. 

Абсовютное движеине, происходящее от движения точки относительно осей вижу: 
щихся и от движеиня самих этих осей иместе с точкой, называется сложным 
движением, 

Можно слагать и более, чем два движения. а, если предположим, что точка дви- 
ется относительно каких-нибудь осей координат, а эти оси, в свою очередь, движутся 
относительно других осей координат, которые сами движутся относительно третьих 
неподвижных осей, то абсолютиое движение точки будет слагаться из трех движений 
ит. д. Всякое, вообще, движение, наблюдаемое на земле, есть движение сложное, со- 
стоящее, ло крайней мере, из трех движений: 1) движения предмета или точки по неко- 
торой траектории на земле, 2) движения земли около солныа и 8) движения всей сол- 
нечной системы ‘в мировом пространстве. Мервое из этих движений есть движеине 
относительное, второе можно рассматривать, как движение влечения переносное по 
отношению к солицу, а третье—по отношению к неподвижным осям, . 

Траектория точки может двигаться различно, но мы, для большей простоты рас- 
суждеинй, будем полагать, что траектория движется поступательно, т,-е. что все 
ве точки ишеют равные и параллельные скорости, & следовательно проходят 
‘равные и параллельные пространства, хотя теорема о сложении скоростей применима 
ко рсяхому движению траектории. 

$ 12. Сложение сноростей. Прежде чем приступить к вопросу о сложении скоростей, 
дадим определения екоростей тех движений, которые приходится рассматривать при ре- 
шении вопросов о сложении днижений точки, принимая во внимание вышеуказанные 
условия, в которых иаходится точка, при движенин ее относительно осей, раеположен- 
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ных в пространстве, —а именно, укажем, что называется скоростью абсолютной, ско- 
ростью относительной и скоростью влечения. 
Абсолютной скоростью’ называется скорость точки, наблюдаемая относительно 
неподвижных осей координат. 
Относительной скоростью называется скорость, которую имеет точка относи- 
тельно подвижных 006ей координат. 
Скоростью влечения называется скорость, которую имеет точка траектории 
при перемещении последней в пространстве вместе с подвижными осями координат. 
° Теорема параллелограмма  вкороетей. 
Положим, что точка, выходя из положения А 
{фиг. 28), движется по своей траектории АВ, 
которая. в свою очередь, ‘перемещается так, 
что точка Я ее описывает путь АА’6, и сама 
траектория, по прошествии бесконечно малого 
промежутка времени 4, перемещается из поло- 
нения АВ в положение А'ИВ’. Если бы траекто- 
рия ИВ оставалась неподвижной, то за этот 
промежутох времени материальная точка про- 
пша бы по ней некоторую дугу АМ; но в 
виду перемещения траектории точка М», пере- 
мещаяеь вместе с траекторией, займет новое 
. с положение в пространстве М, при чем дуги 
Фиг. 28. АМ, и А'И, очевидно, будут равны (тождествен- 
ны). Теперь ясио, что дуга Д’М есть траекто- 
рия точки в относительном движении, АРА’ есть тот путь, который принадлежит 
точке А в движении влечения, и, наковен, ИМ есть путь точки в. абсолютном 
движении. 
Соединив прямыми точки ий’, Д'и М, Аи М, отложии на потнении линии 


АИ 
АИ величину АВ, равную 5’ & на хорде Ай — длину АЁ, ‚ равную т, так что 


[=] 


АИ, ДЕ еее еее. (65) 


Соединим далее точки Ё и № через № проведем линию №6, параллельную АЁ, и 
продолжим ее до пересечения с А’М в точке К. Очевидно, что треугольник АЕ и АМА’ 
подобны, — угол при Й у них ‘общий, & етороны, его заключающие, пропорциональны, 
ибо из соотношений (65') находим: . 


`АМ _ АИ 
Я 4 


Заметив это, находвм далее: 


Я 


Заметим также, что фигура А’КАЁ есть, по построению, параллелограмм. 
Теперь переходим к пределу, полагая, что 44 стремится к нушю; очевидно, что 
в таком случае точки И’и М стремятся слиться с А, а весь треугольник АМА’ стре- 
мится обратиться в точку А. Назовем скороеть точки А по траектории АМ,В через ®, 
з* 
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скорость по траектории АМВ через‘ и скорость по траектории АРС через ли. Все эти ско- 
рости будут выражалься в пределе касательными, проведенными в точне И. к с0- 


Следовательно, 


Фиг. 29. 


Точно так же найдем: 


Отсюда 


Наконец, 


Отсюда: 


6 


ответетвующим траекториям,—линия А’ обра- 
тится в пределе в касательную Ик, (фиг. 29), 
линия АМ обратится в касательную Ай; АЁ—в 
АЕ. В пределе, при 4#=0, будем иметь, в 
виду уравнений {65'): 


, . ИИ .. 
т ен (@& 


Представим это соотношение так: 


Вт АИ, —АН 
Аи’ 


1 АИ я ди 
ит — ут — у, 


с 


Перейдя к пределу, будем иметь: 


АИ 
ит — ще 1, 
пт 2АИ 
во = °. 
т ИМ = 
. ‚ АА’ . А — АА 44 ИИ 
т ИЕ = т ит —=йт (^- и ) тр т р 
в 
ит АЕ = т р = | 
. ‚ АИ ли -ли АН ФИ 
и я и ; 
т АК -= Ит иг т (4. Я } т мт] ит и 


Ят ИК = тс 


м и 
д =". 


- Здесь © ебть- скорость боолютного двашения, и относительного и № — ско- 
рость переносного движения или движения влечения. 
Так как фигура А'КИЁ есть всегда параллелограмм, то и в пределе, когда точки И’ и 
М сольются с А`и ‘линия АМ обратится в диагональ, она будет также параллелограмм. 
Доказванную теорему можно формулировать так: Сзорость абсолютно двизкения- 
выраскается по величине и направлению диипональю параллелорамма, построенного а, 
‚ скорости отеносииелуною деижения ш па снорости влечения (переносното двиаюения). 
Это доказательство принадлежит Сомову, профессору Петроградского университета. 
Заметим, что в нашем доказательстве мы не предполагали, что траектория дви- 
ется поступательно, так что теорема о’ сложении скорости верна для'всякого движения 


‚ траевторин. 


Зная, как складываются скорости двух движений, мы можем определить скорость. 
того сложного движеиня, которое составляется из скольких бы то ни было движений, 
Предположим, что слагаются четыре движения, скорости которых выражаются векто- 
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‚рами: 08, 06, 00 и ОЕ (фиг. 30). Это значит, что точка 0 движется по траекторин со 
скоростью 08; соответствующая этой токе траектория сама движется со скоростью 
06; кроме этих двух движений имеется, еще движение по новой траектории, точка кото- 
рой ‘имеет скорость влечения 00, и т. д. 

Складываем сначала первое и второе движения, получим ложную скорость д, 
‘найденное движение сложим с третьим, — получим новое движение со скоростью К; на- 
конеп, сложив это движение 
с последним, получим иско- 
мое двнжеине, которое имеет 
`скорость, равную 08. Отсю- 
да следует, что сложная ско- 
роеть, получающаяся от оло- 
жения нескольких скоростей, 
выражается по величине и 
направлению — замыкаю- 
щею. стороною мнотоуголь- 
ника, остальные стороны ко- 
зорого равны и параллельны 
скоростям слагаемых движе- 
ний. Скорости слагаюлея по 
. тем же правилам, каки си- 

Фиг. 30, у лы, и вое, сказаниое относи- 
° ’ тельно сложеиня сил, имзех 

‘место ‘и при сложении скоростей. Так, екладывая скорости трех движений, мы вместо 

правила многоугольника можем пользовалься правилом параллеленипеда, и т. д. 


$ 13. Равложение скоростей. Матождение по данной сложной скорости скоростей 
слагаемых движений называется разложеннем скоростей. 

Вопрос этот, говоря вообще, неопределенен. Определенным ‘он становится лишь 
тогда, когда бтановятся известными некоторые данные, относящиеся к скоростям, на 

‘которые желают разложить данную скороств,—Решим ва- 
8 о дачу об. определенни относнтельной скорости. 

\ \ Пусль абсолютная скорость точки @ есть Ф н 
изображается вектором 00 (фиг. 31), переносная же 
скорость (екорость влечения) есть 10 и задается векто- 
ром. ди. Чтобы найти и,—вкорость относнтельного 
движения этой точки, соединяем точки И и 6, из точки 9 
проводим 08 параллельно И, а из 0 проведем СВ парал- 

А  ельно 48. Тогда получим параллелограмы ОВСА с диаго- 
о валью 00, равной ©, и стороиой ОА, равной 11; другая” 
Фиг. 31. второна этого параллелограмма, 08, и представит собою 

искомую относительную скорость и. 

Эху же скорость можно получить иным образом. Отложим скороеть # в противопо- 
‘ложную сторону, так члобы вектор 00 — —, и соединим точку ‘0 с 8; получим 80+ 00, 
как отревкн между равными н параллельными линиями. Фигура 0000 будет параллело- 
граммы, и по его построевию видно, что искомая величина, относительная скорость и — 
есть его диагональ. Отсюда вытекает следующее правило для определения относительной 
„скорости: Относительно скорость получим, складывая по правилу параллелорамма 
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абеолотную скорость и`скорость влечения (переноснутю), взятую в противополовюную 
сторону. 

. Рассмотрим примеры. 

Пример Г. Определить направление дождя относительно вагона коино-желевной до- 
роги, движущегося со скоростью +? 

Предположим, что скорость падеиня дождя равна 9. Чтобы узнать относительную 
`скорость дождя, надо в точке И (фиг. 32) приложить в обратную сторону скорость 40 
вагона и эту величину сложить с 9; диагональ получениого таким образом параллело- 
грамма‘и даст относительную скорость дождя з, а также и относительное его направлеине, 
по уравнению: ы ` 


' р 
104а=-. 
т 


Из этого ‘уравнения и получается угол а, образуемый относительною скоростью с 
абсолютной. Под такии Утлом, следовательно, должен наклонить свой зонтик пассажир, 
сидящий на империале вагона, чтобы лучше всего предо- 
хранить’ себя от дождя. 

Такова же по существу евоему и задача об аберрации 
света. Явление это, отврытое Брадлеем, соетоит в том, что’ 
лучи света относительно движущейся земли несколько 


Фиг. 33. 


скашивают, назлоняют свое направление, так что луч звезды кажется небнольно навлон- 
ным в сторону. движения земли. Пусть звезда находитея в положении $ (фиг. 33), 
с земли дна будет казаться наблюдателю в положения $. Определим угол отклонения д. 
Яля этого обовначим черев. 0 скорость дрижения земли, а через и—скоросЪь распростра- 
нения света; тогда, построив, богласно изложенному правилу, скорость (— 1) и сложив 
эху последнюю по правилу параллелограмма со скоростью 9, мы и получим относитель- 
ную скорость света. и, направление которой мы и наблюдаем в наши зрительные трубы. 
Очевидно, что тангене угла отвлонения а выразится так: 


па= ы . 
Подотавив сюда вместо № и > их значения, вместо первой скорости скорость движение 
земли, а иместо второй—скорость распространение света, получии: 
28 1. 
280000 —10000° 
Отсюда найдем, что звезда отклонится в сторону почти на 20", 


ща: 
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$ 14. Сложение усиорений. Ускорение точки в ее относительном движении называется 

относительным ускорением. Ускорение, получаемое точкою, прнерепленною к 
движущийся осям и ДВИЖУЩЕЮСЯ © НИМИ таЕ, как ОНИ ДБИНТОЯ Иа самом деле, иазы- ^ 
вается ускорением влечения. ' . . у 

. В вопросе об отыскании ускорения в сложном движенин мы примем, ‘что траектория 
движется поступательно; ибо при рассмотрении общего случая являются иекоторые 
`ватруднения, которые будут разъяснены лишь вПоследствии, в анапихической механике, 
при доказательстве тсоремы Кориолиеа. Нредположив поэтому наличиобть одного’ лишь 
. поступательного движения траекторни, докажем 
следующую теорему. 

Теорема. Полное ускорение слодюнозо дви- 
жения выраюается по величине и направле- 
нию дитональю параллелорамма, построен- 
ною на полных онорения слааемых дви- 
жений. 

Пусть ОИ будет относительная скорость # 
(фиг. 84); АВ—скорость самой траеклории или 
скорость’ влечения 10; тогда ОВ будет скоро- 
стью Ф сложноге  двищення или абсолютною 
скоростью. Далее положим, что по прошествни 
бесконечио малого промежутка времени + эти 
скорости изменились в 04’, А’В', и 0’. 

Проводим из точки А’ линию И’И, равную 
и параллельную АВ. Соединив точку В с точ- 
. ками_В’и Я, нолучим четыреутольник АВНИ’, — 

Фиг, 34. очевидно, параллелограмы, нбо 484+’. Значит, 
` и ВН равна и параллельна АА’. ` 
Теперь через то г проводим линию 0%, параллельную 88’, и откладываем на, 


ней величину 0, равную и 5. на ней затем строим треугольник, подобный треугольнику 


ВНЕ’, для чего из точки 0 проводим линию ОМ параллельно 8#, & из точки А--линию АМ 

параллельно В'Н. Из подобия треуголеников ВВ’ и ОИК будем иметь: 
| он __ ок 
ВН ВР №’ 


откуда 


ик _1 
Я’ 4’ 
откуда 
НВ’ 
ит 


` . 
Заметим, что в нределе вектор ОК представит с060ю0'ие что иное, как полиое ускореине 
сложного движения, вектор АМ будет’ полным ускореинем в переносном движения 
траектории, а вектор ‘ОИ будет полным ускорением в относительном движении. 
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Дополним треугольник ОКИ до паранлелотраима; тогда увидем; что ОК. есть диаго- 
наль параллелограмиа, постровиного на полных ускорениях ‘слагаемых движений. 06о- 
значая полное ускорение сложного движения через 7, относительного через д и влечения 
через 7, получим: 


9+ 


где буквы с черточками представляют векторы и воя операция представляет гвоме- 

трическое сложение. Доказав вышеизложенную ‘теорему, мы приходим к заклю- 

чению, что если’ движеине слахается из по- 

А А’ ступалельного равномерно-прямолинейного дви- 

жения и из какого-нибудь другого, то полиое 

суммарное ускорение будет равно ускорению 

ела второго из слагаемых движений, так как 
ускорение первого движения равно нулю. 

Если точка движется по прямолинейной 
траектории равномерно-ускоренио; & сама траек- 
тория движется поступательно равномерно-пря- 
молинейным движением, то сложное движевие 
будет криволинейным с постоянным по, вели- 
чине и направлеиню ускорением. Шели точка 
движется по евоей траекторни равномерио, то 
сложное движение будет прямолинейное и рав- 
номерное. 

Когда слагается несколько движений, то полиов ускорение выражается по правилу 
многоугольника, а именно, —замыкающею стороною его. В частном случае, при 
сложении трех движений, полное ускорение выражается диагональю собтветствующего 
параллехепипеда. 

`` Рассмотрим друхой Заотный елучай — когда праоктория движущейся точки пред- 
ставляет прямую, которая равномерно. вралцается около неподвижной осн, к этой прямой 
пернендикулярной. ` 

Пусть на фигуре 35 плоскость чертежа совпадает с плоскостью вращения траектории, 
которое совершается около точки 0. В момеит { травктория точки И ванимала положе- 
ние бд, в следующий, момент +4 она ванимает положение’ 0, повернувшись около 
точки 0 а бескоиечио малый Угол 90=0.4. Точка М, движущаяся по своей траектории 
в момент { со скоростью т, перешла в положение М', точка же траектории, совпадавтая 
в момент # с точкой М, занимает положение М", при чем отрезок И"М'— 0.4. Обозначим 
9 = 0М".черев г и ОМ’ = ОМ" ММ через г и и найдем геометрическое приращенио 
скорости $ за бескоиечио малый промежуток временн 4. 

Проекция этого ‘приращения на первоначальное направление траектории би ри 


Фиг. 35, 


‘ 49, = (&-- 45) с 9 — о(г-- №) зи 0 — 5. 


Угол. 9 весьма мал, так что мы имеем 


? 
319 —=0—04, с050—1, 


40, 40 — 0% — ое 4. 
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Составляя отнощеине этого приращения к промежутеу времени 4 н замечая, что 
4’ обращается в нуль вместе с № найдем ускорение точкл`М в направленни траекторий 


иен ь не  @) 


Применяя к этни векторам правило геометрического сложения, мы можем, согласно 
обозначениям предыдущего параграфа, налисать: 


=9-Ь 
- 4 .. . . 
хде 9== 21 предотавияет относительное ускорение точки М при движении ее по траекторий 


04, а1=-— 0% есть ускорение влечения, т.-е: уеворение той точки М траектории, с ко- 
торой движущаяся точка совпадала в момент &, 

° Скорость точки М по направлению, перпендикулярному Е бл, равна сумие проекций 
‚ вомдонентов ее скоростн на то же направление, т.-е. 


ото" 4) воз 6, 


Вычитая нз этого проекцию скоростн точки М на то ще направление, т.-е. от и пройв. 
водя аналогичные только что сделанным подстановки, получим нокомую проевцию прн- 
ращения скорости о: 


4, =зо-- о И оо, 


Фазделим величину этого приращения на 4 при чем член второго порядка малостн от- 
броены, так как 4о обращается в нуль одновременно с 4. Тогда получим ускореине 
точки М.по направлению, перпендикулярному к ее траек- 
А торин: 

, Чи ина 7) 
Это ускорение, как происходящее исключительно от вра- 
щения траекторин н совершенно не связанное ни с уско- 
рениями ее точек, ни с положением точки 9, Назы- 

вается поворотным ускорением. 

Величина зоворотнозо ускорения равна 202%, напра- 
вление же получается, повернув вектор т, выраовающий 
озеносштельную спорость, па зрямой усл в сторону вра- 
Зцения траектории. 

< Например на фигуре 36 поворотные ускорения # 
фиг. 36. и дважущихся в одну бторону точек М и будут равны 
соответственно 200 и 20%’ и направлены в одну’ сторону, 

хотя точки М и №, принадлежащие траектории 04, движутся в стороны протнвоположные. 

Таким образом, мы доказали для случая равномерного вращення прямолинейной 
траекторни около неподрижной ови, что полное ускорение Я точки, двиокущейся, 230 
траектории, которая сама двиокется, звометрически слазается из ускорения отиндеи- 
тельною движения 9, ускорения влечения 1 и поворотного успорения 


=9-Л-НЬ 
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‚ В аналитической механике будет дано ‘обобщение этой теоремы для всякого`дви- 
жения траектории, представляющей произвольную кривую. Теорема эта называется #160- 
ремюй Кориолнса. 

С помощию поворотного ускорения решаютея Зебьма многие задачи, как язпринер: 
почему камень, брошенный вертикально в весьма глубокий колоден, непременно уда- 
рится о стенку сруба, не долетев до воды: задача о маятнике Фуко: задача о давлении 
поршней на стенки цилиндров в ротативном моторе „Гном“, и т. д. 


$ 15. Аналитичесное определение величины и направления сложной скорости и сложного 
ускорения. Здесь мы рассмотрим только сложение скоростей, так как все, относя- 
щееся к сложению скоростей, может быть применено и к 
сложению ускорений без всяких изменений, 

При сложении скоростей сложная скороеть и ее на- 
правление находятся помощью нижеприведенных фор- 
мул, выводимых пз рассмотрения параллелограмма дА6В 
(фиг. 37), построенного на скороотях: относительной # и 
влечения. №; от сложения их и получается сложная ско- 
рость ©, которая по величине и направлению выражается 

фиг. 37, диагональю упомянутого параллелограмма. Обозначим угол 
между скоростями и и 10 через у; а углы между этими 
скоростями и сложной скоростью © через в и 8; тогда сложная скорость ® выразится так; 


210 608 еее : (66) 


иен 


Далее будем еще иметь: 


& и 0 . 
За ва тете 6) 
(Стороны треугольника, как известно, пропорциональны синусам .противолежащих 
углов). Эти два уравнения вполне характеризуют сложную скорость движения, как по 
величине, определяемой из формулы (65), так и по направлению, определяемому из 
формулы (66). 

Если требуетея сложить три скорости, направленные по осям пряисугольной 
системы координат, то, по правилу пря- 
Е . моугольного параллелепипеда (фиг. 38), 

получим: 


к — зи р 
ЕЕУЕРЫЕ 
очевидно, что 9, «, ит. суть не что иное, 
кав проекции скорости о на соответствую- 
щие оси координат; позтому будем иметь: 


.. . (67) 


==06054, 


$, =126088, 


Фиг. 38. 


‚ -3- 


тде а. В и у суть углы, образуемые скоростью 2 с осями координат и, у и. Ив этих 
формул имеем: 


608а = 


.... 8) 


$ 
687 =, | 


формулы (67) и (68) также дают величину и ка- 
правление скорости’ сложного движеиня. 

Теперь перейдем к общему случаю. 
Пусть слагаемые скорости будут: 


й ” Фу бы бу ее 2 
<“ и пусть углы, образуемые ими © осями коорди- 
нат, будут: 


Фиг. 39. . 
ы (а, В), вы Вы дз: @ы вы 7). 


Называя через ь (фиг. 39) сложную скорость, а через а, В иу углы, образуемые вю 
с осями координат, получим: 


^ тоова —= вусоза, 1 в вова, 1... + ,608а„ 
2 6058 = 2, 6058, г, с0зВ, |. -- „6038, 
10057 == т, 6057, 1, 6087. --.- . 2 8.6087, 


Возведем полученные равенства в квадрат и сложиы. Получаем: 


= ` а ув -\ 1=. з 
2? (со5?а -- 608°8 - с08*у) (> нурова,} | (2 од, +( х уго» ; 
&—=1 1 Ж: 


но известно, что сумма квадратов косинусов прямой с осями прямоугольных координат 
‘равна единице; поэтому, извлекая ‘из обоих частей полученного уравнения квадратный 
корень, получим: `. 


ЕЕ . \3 Ш Ри — 1 ® 
"У ( х вувова,) +( х пусозв, +( х пововуь) . 
#1 = 


А 


'Из тех же формул имеем: . 
+. 


У в,60за, 
т 


воза 


6057 


По этим формулам легко найти вехичину и направление скорости искомого сложного 


движения. ` 
Подобные же формулы получаются и для ускорения. } , 
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Кинематика виетемы. 


Движение неизменяемой системы. 


Кинематика системы обязана своим развитием, главным образом, французскому ин- 
женеру геометру Шалю. Мы будем рассматривать только неизменяемую систему, т.-е. 
такую, расстоявие между точками которой не могут изменяться. Такая система есть 
абсолютно твердое тело. Положевие ее становится вполне определенным, раз дается по. 
ложение трех ве точек, не лежащих на одной прямой. Займемся сначала рассмотрением 
простейших движений, которые могут иметь неизменяемые системы. 


16. Поступательное движение, Поступательным движением тела называется такое, 
при котором всякая прямая линия, произвольно в этом теле взятая, движется 
параллельно самой се- 
бе. Прежде всего заметим, 
что поступательное движение 
не следует‘ смешивать © 
прямолинейным. Тело 
может двитаться криволи- 
нейно и, вместе с тем, 
поступательно. Кроме 
того заметим, что термин 
„поступательное движение“ 
приложим только в движе- 
нию системы, но никзЕ 
не к движению одной мате- 
риальной точки. Докажем, 
то при подобном движении 

Фиг. 40. вве точки тела описы- 

вают равные и параллельные 

зираектории и имеют во всякий произвольный момент времени равные и параллельные 
скоростиг и ускорения. 

В вамом дёле, пусть тело № движется поступательно (фиг. 40), так что прямая АВ, 
произвольно взятая в нем, будет последовательно принимать положения: 4,8, А,В.,... 
и т. д., при чем 4,8,, А.В., и т, д. равны (как одна и та же прямая) и паранлельны #8, 
Мы будем иметь: 


да, +88,, АА, В,В,..., 


как линии, заключенные между линиями равными и. параллельными. Многоутольние 
АА, А.И... будет точно покрывать многоугольник 88,8,8,... В пределе же кривая АА... 
будет покрывать кривую В8,.., т.е. будет с нею одинакова. 

Пусть в положенни АВ прямая находится в момеит {, а в положенни А.В, —в мо- 


мент $. Соединим точки А с АД, ис В, и отложим на линии АА, вектор АВ — г Й, 
к — 
ВВ, 
а на линии ВВ, вектор ВЕ = -„Г. Так как линия АА, равна и параллельна 88,, то век- 


4 
тор ‚АВ также будет равен и паралхежен вектору 8Е. Это соотношеине 48 4+.ВЕ существует 
во всякий произвольный момент времеин, а потому оно существует и в пределе. 
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ФЗычислим эти пределы, Имеем: 


. . А — АА, 
= ее И 
п = т (1% и } ; 


по в пределе отношение хорды к соответствующей дуге, как известно, есть единица; 
предел же второго множителя, как известно, есть скорость точки И; поэтому, обовначив 
эту скорость через ул, будем иметь: 


ия 40 = чл. 
Нодобным же образом найдем: 


орет, (.88 88 _| 
Ит ВЕ = т (2% "Я ) — ев, 
тде #в есть скорость точки 8. 

Векторы АВ и ВЕ, как скавано вышпе, остаются равными между собою и в пределе, 
а потому: 

Фит АВ == т ВЕ, 
т.-е. ' 
®А = в. 


Не трудно доказать то же самое и относительно ускорений. Действительно пусть 
скорости точек А н.В в момент # будут ИМ и ВМ,, а в момент &, когда эти точки на- 
ходятся в А, и В,, скорости пусть будут И.М’ и В,М.. Проводя АИЗЕА,М и ВИ, +8, М, 
получим отрезки МА и М,М,, деля которые на 4==& — 1, найдем векторы АК и 8, — 
средние полные ускорения точек А и В ва время (1, —1), так что 


__ мм _ Им 
ИТ. ВК, 


Так как, по свойству поступательного движения, скорости АМ и 8М, между вобою равны 
в параллельны, точно так же, как скорости А.М и ВМ, , то 


ДАШИ = АВШ В, 
НУ НВ ; - 


следовательно, вектор АК’ всегда равен и параллелен вектору ВК,; в пределе же ‘эти век- 
торы АК и ВК, ‘обратятея в полные ускорения для точек 4 и В во время $ и, так как они 
всегда, по доказанному, равны и параллельны, то это соотношение между ними сохра- 
нится и в пределе. 

Итак, при .поступательном движении все точки тела движутся одинаково; 
поэтому скоростью и ускорением поступательного движения системы называются ско- 
рость и ‘ускорение какой-нибудь из точек ве, а следовательно поступатяльное 

. движение тела вполне характеризуется движением одной из его точек. 


$ 17. Вращалельное движение, Движение неизменяемой спетемы, при которой две 
точки се остаются неподвижными, называется вращательным движением. 
Прамая, соединяющая эти две неподвижные точки, называется осью вращательного 
хнижения. Очевидио, что все точки, лежащие на этой прямой, остаются также непод- 
вижными, а все остальные вращаются около нее в плоскостях, в ней перпендикулярных, 
Утол, на который перемещается в течение времени плоскость, проходящая через ось 
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вращения и какую-нибудь точку тела, называется угловым перемещением тета. 
Угол этот мы будем обозкачать через ф. 

у Теперь положим, что некоторая точка А (фиг, 41), 
отетоящая от оси вращения уу на расетоякии, равном 
единице, находилась в момент # в положении А; а во 
время #—в положении А’; тогда будем иметь: 


ДАбй ==, - 


тде Аф есть угловое перемещение точки А за время 
р —1— 41. Заметив, что, по условию, радиуе ОА ра- 
вен единице, находим, что дуга АИ’ будет равняться 
Ар, т.-е. 

фиг. 41. НА = 49; . 


з таком случае, вредняя скорость точки А выразится величиной р ‚ а истинкая, 


й 
хак предел средней, выразится через дан т или‘ через я 


Эту величину и называют угловой скоростью и обыкновенно обозначают 
греческой буквой @ (омега). Таким образом 414060й скоростью пазысается скорость 
точки, отстоящей от осн вращения па расстоянии, равном едииние. 

Если угловое перемещение уф есть некоторая функция времени, р={ (1), то мы 
можем написать: . 


о РОЛ ель. . (69) 


поэтому злловая скорость равняется первой производной от зуиловою неременения ‘по 


времени. 
Нуеть точка В за время /Ё перешла из 8 в 8'и пусть угловое перемещекие ее при 


этом есть Др (фиг. 41). Взяв на радиусе 08 точку А на расетоянни ОА, равном единиде 
({яа радиусе ОБ’ ей будет соответствовать точка А’) и замечая, что дуги одного централь- 
‚ного угла относятся между. собою, ‘как их радиусы, можем написать: 


— 88’: > АА! :1. 


Дейя первые два члена этой пропорции на 4, находим; 


© ВВ" АА 
Г 


Переходя к пределу при 4&=0 и вамечая, что Ги 2 =» есть скорость точки 


В, а тоя о, ваходим: 


откуда 
КО, еее ен 1 (10) 


т.е. скорость какой-либо точки, отетоящей от ови вращения на расстоянии т, равна, 
произведению из угловой скороети на это расстояние. 
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Гу же формулу (70) можно получить еще так: вамечая, ‘что дуга АМ’ равна ф.!. 
т.е. ф, находим, Что дуга ВВ’ выразится так: 


^ ВВ 


— АЙ. 


ф.т: 


Как известно, скорость равна производной от пути $ по времени #, Посему скорость 
точки В выразится так: 


_ а(88) __ а _ „@ф 
Е =", 


т..е, та же формула (70): , 
у = ат. 


Из вырашения (70) видим, что еели скорость * какой-нибудь точки тела известна, 
то угловая ве скорость х найдетбя, если мы’ разделим данную скорость точки + на рае- 
етояние ее 7 от оби вращения. Отеюда между прочим видно, что. угловая скорость не 
есть линейное число; она нулевого измерения относительно пути и минус пер- 
вого относительно времени. 


На самом. деле, скорость х минус первого измерения относительно времени, а © 


— следовательно, размер угловой скорости представится тах: 


| 


разм. [0] тя 


= [5', #1]. 

Если угловая скорость не изменяется, то система вращается равномерно, если же 
меняется, то врашение будет переменным. При этом, если приращение угловой скорости 
пропорционально времени, то вращение будет равномерно-ускоренным или равномерно. 
замедленным. ` 

Тангендиальное ускорение точки А, отстоящей на единице расстояния от оси 
вращения, называется угловым ускорением. Это угловое ускорение характеризует 
собою изменеине скорости. По величине и знаку углового ускорения можем вполне вы- 
яснить характер данного переменного движения. 

Вели угловая скорость в момент $ веть 0, & в момент { будет ©’, то изменение 
угловой скорости за промежуток времени (Г — р ‚выражается через (<'— 0). Обозначая 
Угловое ускорение через ©, получим: 


— „40 _ 42 
к Чан др — еее (0 


9= т 


т.-е. умовое ускорение равно производной от узловой скорости то времени, 
Из формулы (71) видно, что угловое ускорение нулевого измерения относительно 
пространетва и минус второго относительно времени. Действительно, 


"ОНИ 
[2] 
Найдем теперь выражение тангенциального ускорения какой-нибудь другой точки, 


ототоящей от оси вращения на 7. Тангенциальное ускорение, как известно выражается 
так: 


разм. [9] = =[5', #3. 
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где г есть скорость точки в момент &, а х—в момент #. Для данной точки имеем: 


ИТ, э=ог; . 
следовательно 


тт" Е эт Ш—@ 
7 7—1 т "р 


что, в виду (7Г), дает: 


ели ннн и + (2) 


1,-е. тантенциальное ускорение вращающейся точки выражается произведением из угло- 
вого ускорения © на соответотвующий данной точке радпус вращения. 

Найдем теперь полное ускорение 7. Называя центростремительное ускорение через . 
/ Имеем по уравнению (60): 


но, по доказанному, 


поэтому: 


` 


иена + @3) 


т-е. цеттростремительное ускорение ‘равно квадрату умовой скоросииь, умпоженному 
на ‘расстояние данной точки от осн вращения. 
. Полное ускорение 7} выражается формулой: 


7=и,-Л; 
Я. =0%, д=тб; 


лучи гу тегу +)... 9 


В частиом случае, когда ==1, получим полное ускорение для точки А. Приведем 
нвенолько примеров. 

Пример 1. Маховое ‘колесо паровой машины вращается равномерно и лает 4 060- 
ротов в минуту. Определить его угловую скорость. 


но мы получили, что 


поэтому 


п 
, Ели колесо делает и оборотов в минуту, то в одну секунду оно делает с 


тов. Точка, находящаяся от оси вращения на расстоянии т, проходит с каждым оборо- 
том путь равный 2лт; следовательно, в сокунду зта точка проходит путь 


оборо“ 


2луй _ аъ — ог. 
60° 30. › . 


поэтому угловая скорость будет: 


Ея =. 
== = 01048. .... 


Если бы было дано & и требовалось определить число оборотов ®, то по фор- 


‘муле (а) мы бы нашли: 


НО Во. еее. +6) 
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в 
При грубых подочетах в уме можно приближенно полагать 


я 
®—. 
316 


Пример 2. Определить угловую скорость земли в ее движении вокруг своей оси. 


т . . 1 
В 24 часа земля делает один оборот, в 1 час ру оборота, в одну минуту 5480: * 


в одну секунду а оборотов. Нри одном обороте точка, отстоящая от земиой оси 


на расстоянии единицы, проходит путь, равный 2л; следовательно, в одиу секунду она 


пройдет путь 
2х Е х 


24.60.60” 12.60.60 48200 


Пример 3. Как будет доказано впоследствии, пара с постоянным моментом 
сообщает телу равкомерно-переменное движение. Положим, что тело, укреплен- 
ное на оси, вращения, под действием некоторой постоянной пары приходит во враща- 
тельное движение и перемещается так в продолжекие 5 секунд, после чего пара пере- 
стает действовать, и тело вращается дальше уже по инерции, делая 80 оборотов в се- 
кунду. Найти угловое ускорение, сообщавшееся этой парой. . 

В конце движения угловая‘ скорость представляется так: 

@ —=30.2л =60л. 


Назальная угловая снорость тела а, равна кулю; следовательно, если угловое уско- 
рение рассматриваемого равномерко-пероменного движения обозначим через ©, то по 
попечении промони { угловая скорость тела достигнет величины 

о = -- 9 = 6+. 


В данном случае © = 60л; следовательно, угловое ускорекие выразится так; 


о 0,000072722. 


Рессмотрим теперь несколько подробнее ускорения точек плоской фигуры вращаю- 
щейся около осп перпендикулярной к ее плоскости. Пусть нам дана некоторая плоскач фи- 
тура М (фиг. 42), вовпадающая с плоскостью чертежа и вращающаяся в своей плоскости 
около неподвижного полюса 0, и пусть некоторая точка ее М находится от @ на равотоя: 
ии @И—». Тантенциальное ускорекие 7, точки М пусть представляется вектором МР, 
а нормальное, /, — вектором И@. Полное ускорение 7 представляется, по предыдущему, 
диагональю ИТ параллелограмма, построенного на векторах МР и М@. При этом все эти 
величины выразятся формулами: 


ие ьные (9) 


ит=у= УЕ 


Из прямоугольного треугольника МТ, в котором угол @МТ полного ускорения с 
радиусом @М обозначим через и, находим; у 


Жуновский. Теорезическая механика. Вып. И. 
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ат 
ит т 


, `Формула (75) определяет направление полного 
ускорения 1. Так кан в состав формулы радиуе > не 
входит, то заключаем, что фи, а следовательно и 
угол и, зависит тишь от величин угловой скорости 


. до . 
и углового ускорения {2,8 от положения точки и 


` относительно центра 0 не зависит совсем. 

Проведем прямую через точки 0 и Ти возьмем 
на радиусе-векторе ОМ какую-нибудь другую точку 
фигуры #,, находящуюся от точки 0 на расстоянии 
ЭН, =т,, проводим затем через точку М, прямую М, 
параллельно ИТ до пересечения с 07 в точке 7. 

Тогда легко усмотреть, что отрезок М,7, представит 
собою по величине п направлению полное ускореине 
точки И. В самом дехе, в виду подобия треугольни- 
ков ОМТ и ОМ, Т,` имеем: 

Фиг, 42. ви: ОИ, = ИТ: М.Т,. 


Так как ы 
ОИ 


а ШТ, по формуле (74), равно И=+ 


ил + у-ну =). нее (4) 


а это и есть формула полного ускорения точки М, при ее вращении около того же 
центра 0. ” . 
Дия всякой другой точки 2 ускорение выразится подобным же образом построен- 


`ным вектором ЁТ,. 
Таким обравом {1 для ввех точек фигуры, вращающейся около полюса 0, сохра- 
няет одио и то же значение, даваемое формулой (75): 


9, =, 


гаш? р 
(= то из написанной пропорции находим: 


я Ш ие эн нн + (5) 


Если > 0, т.е. вращение ускоряется, то Юи таке больше нуля, и, следо- 
вательно, полное ускорение направлено в этом случае от радиуса, ОМ в сторону вра- 
щения, . 

Если о, т.е. вращение замедляется, то 9и<.0, и полное уекорение на- 


правнено от радиуса в сторону, обратную вращению. 
Если @==60154., т,-е. вращение происходит равномерно, то 
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и все ускорение сводится к нормальному 7, (центроетремительному), н выражается формулой: 


Я=)==9, 


т.-е. пропорционально радиусу, 


$ 18. Перемещение неизменяемой системы па- 
раллельно данной плоскости. Если тело движется 
параллельно некоторой данной плоскости, то поло- 
жение его в каждый данный момент вполие опре- 
деляетоя местом двух его точек, не. лежащих на 
одном перпендикуляре к данной плоскоехи, Эти 
точки всего удобнее брать или на самой даниой 
плоскости, или на плоскости, ей параллельной. 
Так как две точки, характеризующие положение“ 
системы, вподне определяют собою некоторую 
прямую линию, то вопрос о движении системы 
приводится в вопросу о движении прямой линни 
в даниой плоскости. . _ 

Теорема. Всякое перемещение неизменяемой 
системы параллельно данной плоскости может быть достизнуто одним вращением 
около, оси, мерпендикулярной к данной плоскости. 

"Пусть плоевоеть чертежа (фиг. 43) есть плоскость, параллельно которой переме- 
шается данная неизменяемая система, Начальное полошение системы характеризуется 
прямой АВ. лежащей в этой плоскости. Ноложим, что при перемещении системы эта 

`прямая из первоначального положения АВ переместилась в положение А' 8’. Справедни- 
зость вышеприведенной теоремы будет. обнаружена, если мы докажем, что линия АВ может 
быть перенесена в положение /'8' одиим лашь вращательным движением около некоторого 
полюся вращения, лежащего в плоскости чертежа. Для докавательетва поступаем тах. 

Соединяем точки Ис 4, Вс В’ и, разделив пополам линии АА’ и 88', восставляем 
из полученных точек деления М и  (середин) перпендикуляры к АА’ и 8’. Точка пере- 
сечения этих перпенликулярав 0 и будет искомым полюсом вращения. Действительно, 
соединив с точкой 0 точку Аи, Ви В’, получим треугольники А08 и. 4'08', между 
собою равные, ибо они имеют равные стороны 40 и #9, 80 и #В’0, как наклонные, равно 
удаленные от перпендикуляра, и, затем АВ =А'В', как расстояние между одиими и 
теми же точками неизменяемой системы. ` 

Если теперь’ повернем треугольник 408 около точки 0 на угол: == ВОВ’ вправо в 
плоекости чертежа, то ОВ сольется е 08’, а ватем воледствие равенства треугольников 
АОВ и ИОВ, сольются и остальные стороны, так что 4А0В пеликом покроет 4408’. Та- 
вим образом мы видим, что прямая АВ может быть перемещена в положение А’Б” одиим 

вращенаем около похюса 0 на угол 9; вся же неизменяемая 
ай система из положения, соответотвующего положению АВ, в 
: ` положение; соответствующее положению /’8', может быть 
перемещена одиим вращением на угох ф около оеи, перцен- 
дикулярной к пхоскости чертежа и‘проходящей через полюс 0. 
Если прямая ИВ перемещается параллельно самой себе 
и переходит из положения АВ*в параллельное ему положе- 
ние /'В', как на фигуре 44, т.е. двигается иоступа- 
тельно, то мы не можем найти пентра вращения, ибо он, 
как лежащий на пересечении параллельных ливий — пер- 
пендикуляров Мм и №, восетавленных ив середин отрез- 
. & 
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ков АЙ’ и ВВ должен находиться в бесконечности. Направление же, в котором он уда- 
лился в бесконечность, определяется направлением периендикуляров, восставленных из 
середины хорд АА’ и ВВ’. В этом случае можно сказать что тело вращается около оеи, 
удаленной на бесконечно большое расстояние. Отсюда следует, что поступательное дви- 
жение можно расематривать как вращательное, при чем тело вращается по кругу беско- 
нечно большого радиуса.‘ 

Пользуясь вышедоказанной теоремой, легко можно представить себе непрерывное 
движение неизменяемой системы. 

Пусть время, в продолжении которого происходит непрерынное движение системы, 
равно #. Разобьем его на бесконечно малые промежутки 44 которым сначала будем да- 
вать конечные значения, и будем искать оси вращения, около которых надо поверты- 
вать тело, чтобы из положения, соответствующего началу промежутна 44, приводить его 
в положение, соответетвующее концу. промежутка. Найдя все эти оси вращения или 
полюсы вращения и отметив угловые перемещения для Каждого промежутка 24, станем. 
вращать нашу систему около этих осей с соответотвующими каждой из них угловыми 
скоростями, из которых каждая выразится отношением соответствующего углового Пере. 
мещения 4 к промежуткам времени 4 и может быть, вообще различна для каждого’ 
промежутка, Сравнивая полученное воображаемое движение с истинным, найдем, что в 
начале или конце промежутков положения системы будут одни и те же как в истинном, 
так и в воображаемых движениях; так что, чем больше будет чисяо премежутков /%, 
т. е. чем меньше будет величина каждого промежутка, тем больше будет точек совна- 
дения в воображаемом и истинном движениях. Если 4 в пределе положни равным нулю, 
то оба движения сольются. 

Отсюда заключаем, что непрерывное движение системы параллельно некоторой 
плоскости можно расоматривать, как ряд последовательных врашений около ряда неко- 
торых осей, перпендикулярных к данной плоскости. Ось, около которой происходит 
вращение неизменяемой системы в данный бесконечно малый промежуток времени, на- 
зываетея мгновенной осью вращения; с другой стороны, мгновенной осью вра- 
Щения можно назвать линию, все точки которой в данный момент времени не имеют 
скорости (для них о=0). 

Угловая скорость, с которой происходит вращение около, мгновенной оси вращения 

за бесконечно малый промежуток времени, 


называется мгновенной угловой 
скоростью вращения. 
Если мы вращаем не тело около оси, 
а плоскую фигуру в её плоскости около 
некоторого полюса, то в этом случае, по 
аналогии, мгновенным полюсом 
вращения называется точка, около ко. 
торой в данный бесконечно малый про- 
межуток времени происходит вращение 
фитуры, движущейся в своей плоскости. 
Если на плоскости, покоторой движется 
фигура, отметим места всех мтновенных 
полюсов вращения, то получим некоторую. 
- непрерывную еривую, которая. называется 
неподвижной полодиею; отметив же все 
игновенные полюсы вращения на плосво- 
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сти самой фигуры, получим на нейтакжще некоторую непрерывную кривую, котора на- 
зывается подвижной полодией. , 

'Из сказанного ‘следует, что неподвиоюная полодля эсть зеометрическое место мено- 
венных полосов врайцения па’ плоскости, по которой денокется плоская фиура, а по- 
двиасная` полодия есть звометрическоеместо лаповенных 0110006 вращения наплосностир 
самой фиуры. у 

Теорема Пуанео. Всякое непрерывное движение плоской фициуы в её плоскости, 
можёт быть получено, если мы построши две полодии, соединим. одну из ниш веиз- 
меняемо © плоской фичурой, друцгю сделаем неподвииюной и будем катить без скольоюе- 
ния подвиоюную полодию по ненодвиоюной. 

Пуеть время, в продолжении которого происходило непрерывное движение фигуры, 
равно Ё, Разделим его на бесконечно малые промежутки 44 и будем искаль на плоскости 
полюсы, около которыхнужно поворачивать фигуру, чтобы из положения, соответ- 
ствующего начашу промежутка, привести ее в положение, соответствующее концу 
промежутка. Пусть эти полюсы (фиг. 45) суть 0, 0,, 9... соответствующие угловые 


перемещения пусть будут 4ф, 4$., 4.,.... 
Соединив эти полюсы прямыми, ‘получим на лхоскости некоторый многоуголь. 


ник 00,0,0,,...... 

Будем теперь искать места полюсов на самой флгуре. Для этого поступаем следую- 
щим образом: от полюса 0 под утком 0,06, = 4ф, где 44р есть угловое перемещение для 
первого промежутка времени, откладываем отрезок 06,, равный по длине отрезку 00,. 
Далее пра точке С, строим угол 06,х,, равный углу 00,0,, и под углом х,6,6, = Аф, к 
линни' х,6, проводим отрезок 0,0,, равный отрезку 0,0. , Здесь Аф, представляет угловое 
 еремещение фигуры для второго промежутка времени. Затем опять при точке 0, 
строим угол`6,6;х,, равный / 0,0,0,, строим угол х.С,6, — Аф,, откнадываем 0,0, = 0,0, 
и прёдолжаем такое построение до конца. Получим таким образом ряд точех 0;, 0., 0, 
6, ит. д.,-—эти точки и будут представлять собою соответственные места. полюсов 
вращения на самой фигуре. 

Действительно, представим себе, что многоугольник 06,6,6,,.,,. неизменяемо соеди- 
нен с фигурой, и поверием фигуру около лолюса 0 на угол. 4 с угцовою скоростью 


4 
а очевидио, что по прошествия времени 4, т. е, первого промежутка времени, точка, 


6, совпадает с 0, и б.х, пойдет по 0,0,. Поворачивая далее фигуру около 0, (6,) на угол 
Ар, увидин, что по прошествии промежутка времени 4, точка 0, совпадет с 0, и ли- 
ния 0.х, пойдет по 0,0,. Таким образом убеждаемся в том, что 0, 6, 0,,.. суть полюсы 
вращения на самой фигуре. 

Рассмотренное воображаемое движение, которое только в начале или конце каж- 
дого промежутка времени дает положение ‘фигуры, совпадающее с полошением в 
истиниом движении, может быть получено 
также, если мы будем катить многоугольник 
60,0,0,.... по многоугольнику 00,0,0...., 
равномерными вращеннями с угловыми ско- 

АФ 4, 
ростями “р, ея ‚... соответствующими 
каждому промежутку 4 около полюсов, ле- 
жащих в вершинах многоугольника 00,0....- 
Если же теперь положим, что промежутки 4 
бесконечно малы п стремятся в нулю, то 
Фиг, 46. равсматриваемое воображаемое движение бу- 
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дет все ближе и ближе подходить к истинному, и в пределе, при 4 равном нулю, оно 
станет с ним тождественным. Что касаетея многоугольников 00,0.0,.... и 06,6,6,..., то 
они обратятся в две непрерывные, кривые 0А и ОВ (фиг. 46), из которых кривая 04, 
представияющая геометрическое место мгновенных полюсов вращения на. неподвижной 
плоскости, будет неподвижной полодией, а ОВ, предетавляющая геометрическое место 
полюсов вращения наз плоскости самой фигуры будет подвижной полодией, 

- Мгновенный же центр вращення в данный момент определяется как точка касання 
этих двух полодий, М. Из сказанного следует, что истинное непрерывное движени фи- 
туры Р получим, воли неизменко соединим ее с подвижной полодией и будем катить 
подвижную полодню по неподвижной без снольшения, т. е. так, чтобы путь, пройденный 
по одной полодии, был бы равен пути, пройденному по другой полодии. 

Переходя от движения плоской фигуры в ее плоскости к движению тела парал- 
лельно этой плоскости, заметим, что полюсы вращения суть следы мгновенных осей; 
около которых нужно вралщать тело, чтобы получить непрерывное движение системы. Не 
трудно видеть, что место мгновенных осей вращения в пространстве представляет собою 
некоторый цилиндр (1) `(фиг. 47), имеющий основанием неподвижную полодию; в самом же 
теле мгновенные оси расположатся на’ другой цилиндрической поверхноети (П), которая 

имеет основанием подвижную полодию. Первал цилиндриче- 

ская поверхность называетея неподвижной писоидой, а вто- 
рая — подвижной апсоидой. 

Есяи соединны тело с подвижной ансоидой и будем 
катить ее по неподвижной, то и получим рассматриваемое 
непрерывное движение тела параллельно плоскости. 


$ 19. Определение перемещения мгновенного центра вра- 
щения. Мгновенный центр вращенля, совпадающий в как-- 
дый данный момент с точкой касания обоих полодий, пере- 
двигается по обоим полодиям с одинаковой скоростью, при 
чем, будучи подвижным в пространстве, он’ перемещается 
в плоекости данной фигуры у 

'Перемещение мгновенного ‘центра по полодиям опре- 
. деляетея по угловой снорости перемещения и по радиусам 
фиг, 47. кривизны полодий. 


Пусть данное перемещение фигуры опре- 
деляется двумя полодиями— неподвижной $ и 
подвижной А (фиг. 48} — воприкасающимися 
выпуклыми сторонами в данный момент в 
точке, би пусть радиусы кривизны полодий 
в этой точке равны: у неподвижной В, ау 
подвижной #. Пусть по прошествии эде- 
мента времени 44 приходят в соприкоено- 
вение точки этах полодий Аи В, так что 
мгновенный иентр вращения черев время 4 
перейдет по полодии $ из О в В. Так как 
Е ` движение происходит 698 скольжения, то 
68 = ВИ. Обовначим ее через 445. Прово-. 
ы дим теперь в точках А, В и С касательные 
Фиг. 48. АТ, ВЕ и СМ. Легко усмотреть, что совершив- 
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шееся перемещение фигуры можно рассматривать, как результат двух перемещений;. 

1) Можно положить, что подвижная полодия К переместилась поступательно (па- 
раплельно самой себе) так, что точка А совпала с точкой 8; при этом касательная АГ 
занимает положение В\, параллельное прежнему; проведем еще прямую ВЕ, параллель- 
ную касательной 6М. 


2) После указанного перемещения подвижная полодия поворачивается около точки В 
так,что касательная ВМ совпадает с касательной ВА. Пусть угол этого поворота АВЕ 
равен 9. Замечаем, что угол, составляемый смежными касательными АГи СИ, есть угол 
смежности для подвижной полодии, обовначим его через 6’. Ухол, составленный каса- 
тельными СМ и ВЕ, @сть угол емежности для неподвижной полодни, обозначим его через 
9. Очевидно, что 


МЕ, ДЕВЕО; 


следовательно, > 
‚  Иеафее+е. 


Делим обе чаети этого равенства на 4, находем: 


‹_@е 
д-я+я 
Отеюда: 
_@ 4, © № . тб" 
ДЕР В 11...08) 


где 45 есть дуга 68. 
Переходим теперь к пределу, приближая 2 к кулю; получаем: 


[2:1 Фе . Зав, па 9. ти еее . (10) 


. ; „48 
‚ Очевидио, что т есть — мгновенная угловая скорость вращения; {йя р есть 


. 1 
и-искомая екорость мгновениого центра вращения; тб д" т = р) Как это 


было показано при выводе проекции полного ускорения на нормаль (см. стр. 29.и сле- 
дующие). Таким образом: 


откуда 


Пусть теперь подвижная полодия 46 прикасается своей вогнутой етороной к вы. 
пуклой стороне неподвижной полодии В6 (фиг. 49). Перемещенне плоской фигуры можно 
рабоматривать, подобно предыдущему, составленкым из движений поступательного и вра- 
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щетельного. Обозначим, по предыдущену, 
.м угол смежности для подвижной полодии 
через 0’, а для неподвижной—через 0, 
найдем, что угол ф поворота подвижной 
полодии выразится так; 


э=0—0, 
откуда, после повторения предыдущих 
рассуждений, найден 
В.В’ 
ви... 
Соединяя формулы (77) и ‚97 в 
одну, находим вообще; 


. (71") 


и=®> 


фиг. 49. ‚ 27) 


$ 20. Снорость и ускорение плоской фигуры, перемещающейся в своей плосностя. 


Теорема. Проекции скоросней концов отрезна прямой, движущейся по плоскости, 
на направление этой прямой, ‘равны мезеду собою п 'равиы узловой скорости, умножениой 
на расстбяние данпой прямой от мановенною центра. 

Пусть дан отрезок АВ некоторой пря- 
мой, движущейся в плоскости чертежа 
(фиг. 50) и пусть в данный момент ско- 
рость точки А этой прямой есть гл, а ско- 
рость точки В ее-—гр. Векторы би Ви 
изображают 0бою эти скорости. Восставив 
в точках А и В перпендикуляры к этим -век- 
торам, получьы в пересечении их ыгновен- 
ный центр вращения 6. Пусть АВ есть отре- 
зок примой КЁ. Обозначим углы отороотей © с 
направлением прямой #1 через аи в, т. 
поЛОЖНМ: 


Фиг, 50. 


Дай а, Изв, 
Затем обовначим 
бА— та, СВЕ. 
Опустив из С перпендикуляр 2И/—й на Линию АВ находим, что 
рава — Ур бов чении ние + (78) 


Если мгновенную скорость вращения в рассматриваемый момент назовем через «, то 
получим: 


А ® . А = @та, 


ев. В = ФГ, 


так что 


Помножая на №, получим: 
5 В А ь 
ра. В == 6 
Аа Втр , 


что, в виду уравнення (78), и даст: 
116084 = #16088 —= 61. 

Так как доказательство не изменяется от расположения отрезка АВ на данной пря- 
мой, то проекция скорости любой точки прямой на ее направление есть постознная ве- 
лачина @й. 

Что ве касается до проекций скоростей точек прямой на направление, перпенби- 
куляриое к прямой, по они равны уловой скорости, ултожениой иа расстояние дан- 
ной точны от подошвы черпендипуляра, опущенною на прямую из мноловенноо цеитра. 

Действительно, для точки А эта проекция будет 

озна — от ата == ®.НИ. 

Из последних двух теорем относнтельно проекций скорости следует, что чеометри- 
ческая разиость скоростей двух точех прямой равна улловой скорости, умноокенной 
на расстояние между ними, и перпендикулярна к прямой. 

В сзмом деле, так как проекции скоростей на прямую равны, то геометрическая 
равность скоростей равна разности проекций на перпендикуляр и прямой: 

9. Эра —о23тВ=е. НА--® НВ = о. ВА. 
что п требовалось доказать. 

Перейдем теперь к расемотрению ускорений. 

'Теорвма. При всяком двиожении плоской 
Зипуры в ве плоскости, имеется одна точка, ие 
имеющая ускорения и называемая центром уско- 
уения. › 

Тели плоская фигура, движущаяся в своей 
плоскости, не имеет постоянной, неподвижной 
точки, то центр вращения меняет свое положение, 
и в этом случае движение можно рассматривать 
происходящим следующим образом: 

Пусть в данный момент спстема вращается 
около точки @ (фиг. 51). Проводим через эту 
точку прямоугольные оси коордвнат хх и уу и до- 
пустим, что эти оси перемещалотся вместе с точ- 
кой @ поступательно, те. оставаясь сами себе 
параллельны. Тогда движение любой точки А фи- 

Фиг. 51. гуры сложитея из движения точки 0 {движения 
. переносного) и относительного движения точки А 
по отношению к осям хх и уу. Ускорение любой точки А фигуры относительно центра 


0 выразитея формулой 
И +) ..............09 


145 
а‘. 


направление же его —формулой 


[и еее 5) 
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Назовем ускорение дваження самой точки 0, т.-е. ускорение влечения, через /. 
По теореме о сложении ускорений, полное ускорение каждой точки движущейся системы ° 
слагается геометрически из ускорения относительного—7 и из ускорения переносного (по- 
ступательного) движения—),. Очевидио, что в системе возможно существование целого 
ряда точек, для которых ускорение 7 относительного движения численно равно ускорению 
влечения", т.-е. точек, для котерых остается в силе равенство: 


ие. 


Очевидно, что таких точек будет ие одна, а бесконечное множество: это будут все точки 


окружности с радиусом 
с: [4 \* 
у. я (“ & } 


Пусть это будет окружность ИК (фиг. 51). 
Ускорения всех точек этой окружности, по формуле (75) будут образовывать один 
и тот же угол и е своими радиусами-векторами 7". Все эти углы будут направлены в одну 
сторону от радиусов, и очевидно, что где-либо на окружности непременно найдется одиа 
точка М, ускорение которой 7, равное 7», будет ему и прямо противоположно, Очевидно, 
что эта точка лежит на радиусе ОМ, проведенном под углом и=Е0М к ускорению 7» 
точки 0. Таким образом полное ускорение точки М в данный момент фактически све- 
Дется к нулю, точка не будет иметь ускорения, т,-е. в продолжение рассматриваемого 
бесконечно малого промежутка времени будет двигаться равномерно и прямолинейно. 
Эта точка М и будет чеинрож ускорения. 
Перенесен теперь начало координат в эту 
точку М (фиг. 52). Рассуждая по прежнему, ска- 
щен, что и теперь ускорение любой точки си- 
стемы определий, прибавив к ускоревию относи- 
тельного движения } (форм. 74} еще ускорение 
влечения, т.-е. ускорение даиження самой точ- 
хи М. Но так как это последнее ускорение, по 
сказанному, равно нулю, то при таком равполо- 
жении осей полные ускорения будут выражаться 
прямо формулой (74) (так как при разложении 
движения на поступательное и вращательное, 
угловые скорости и угловое ускорение одни-и те 
ще, независимо от места точки, принятой за на- 
чало координат в указанном рассуждении), как 
будто бы точка М системы сама оставалась за весь данный промежуток времени не- 
подвижной и вращение происходило вокруг нее. Очевидно, наконец, что все ускорения 
точек системы образуют постоянный угол с радиусамп, проведенными из точки М— 
. величина этого утла определяется формулой (75). Отсюда получаем теорему: 
при всязом движении плоской фигуры в ве плоскости ускорения точен её отреде- 
ляются пак, пав если бы физура вращалась около неподвижной почки, с поторой со- 
впадает в данный момент ее центр успорения. 


Из этой теоремы вытекает следствие: проекции ускорений всет точек прямой, дви- 
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эюущейся по плоскости, иа направление прямой и на пернендикулярное к ней; ‘распре- 
деляются по линейному закону, 

Предположим, что центр ускорения (фиг. 53) находится в точке 0 на расстоянии 
й от данной прямой АС. Вовьмем на этой прямой произвольную точку А; пусть ее полное 
ускорение будет 7. Разлагая его на), по направлению радиуса-вектора 04 ==» и на.) 
по направлению, к нему пернендикулярному, получим, на основании прежде доказан- 
ных теорем: , 


. у . .. г „92 2 1 4 ра 
т р, ии. 


Проекция полного ускорения на прямую Аб, предполагал, чю мы имеем ускоренное 
вращение, совершающееся по часовой стрелке, будет . 


И 
ла; 


Ш В В 4 
4 7,0088 —дята = 07 6088 — т 


замечая, что . 
2003 — СА, тата == 60 —1, 


получим 
д =а*. 04 ао 6? (СА — #1) = ®*. 14, 
тде ` 
Л9и= СМ, 


Отсюда видно, что проекции полного ускорения точек прямой на ее направление равны 
квадрату угловой скорости, умножен- 
ному на расстояния от точки М, ко- 
торая находится на пересечении дан- 
ной прямой с прямою ОМ, проведея- 
ной из центра ускорения нод углом 
в Е перпеидикуляру 06. 

Проекция полного ускорения на пер- 
пендикуляр к данной прямой Иб будет 


Фиг. 58. 


Л =}, та-- 1.005 а = © -@ .6А; 


40 
вынося за скобки р 7 замечал, что 


©* 9 — дм, Боди = №, 


получиы: 
; г 
. Я (А - 40) = Е т, МА. 


Отсюда ванлючаем, что проекции ускорений точек прямой на перпендикуляр к ней 
равны утловому ускорению; умноженному на расотояния от точки №, при чем прямые 
ОМ п 0№ взаимно перпендикулярны. 

На основании сказанного получается нижеследующая теорема; ‘разность проекций 
ускорений концов отрезна прямой ма эту прязцио равна ивадрату узловой скорости, 
зулиюениому. а длину отрезка. . 
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Пусть данный отрезок есть ВА. Проекции полного ускорения почек Ан на на- 
правление АВ будут: 


д =07.1А, $ = @*. МВ. 
Вычитая, найдем разность проекций: 
л-Л, = в* (ИА — МВ) = 0%. ВА. 


Таким же образом можно показать, что разность троекний ускорений концов от- 
резка на перпендинуляр к нему равна умовому ускорению, умноженному на длину от- 


резна т. 


Из последних двух теорем вытекает, что геометрическая разность ускорений кот- 


406 отрезка прямой составляет с отрезком узол ри ( 


ао 

муз 
Пользяясь этой теоремой, можно по ускорениям ‘двух точек плоской фигуры опре: 
делить нентр ускорения. В самом деле, по направлению геометрической разноети дан- 
ных ускорений легко найти, на оснований теоремы, угол и. Проведя же через точки, 
ускорения которых даны, прямые под углом м.к направленню ускорений, получим в 
пересечении их центр ускорения. Зная его, легко уже найти ускорения всех точек фигуры. 
Теорема; Если плоская фигура ‘при двизюении в ее плоскости имеет постоянную 
Зрловую скорость, то центр ускорений лежит на пормали, проведенной в точие со- 
прикосновения подвижной и неподвижной полодий, та расстояии от зточни сопри- 


Р:3:1 „ 
хосновения, равном НЕА и отложенном в сторону подвиненой полодии. 
, . 


Пусть данное днижение (фиг. 54) определяется качением подвижной полодии ЕЁ по 

, неподвижной &, соприкасающихея в данный момент в 
точке 6. В этой же ‘точке возьмем начало подвижных 
осей хх и уу. Вращение, по условию, равномерно, т.-е. 


@ =60156; 
следовательно, тангенциальные ускорения точек си- 
стемы в ев вращении около 6 вое равны нулю, со- 
тласно формуле: 


зелень {8 


и полные ускорения сложатся из нентростремитель- 
кых, выражаемых формулой: 


Аб ине. (1) 


. и каправленных к точке 6, и ускорения переносного, — 
Фиг. 54. ускорения самой точки 6. й ы 

Посмотрим, как выразится ускорение точки 6, В начале рассматриваемого бесво- 

нечно малого промежутка времени 44 центр вращения находился в точке @. За время 

4 он. будет перемещаться, п в конце элемента 4 окажется в некоторой точке в, так 


` , 
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что ‘в конце элемента 4 фигура будет вращаться уже около точки (,. В этот момент 
точка С будет обладать скоростью, направленною перпендикулярно хорде ‘06, (в пре- 
деле, при М ==0, это будет направление общей нормали убАу) и выражающеюся произ- 
ведением ®.66,. Так как СС, воть расстояние, на которое переместился игновенный. 
центр вращения, то его можно выразить, сотлаено формуле (77'), тав: 

` ВЕ 
. 05, =чФ ел 
| и: = 
Таким ` образом, скорость точки С в конце элемента 44, выражаемая произведением 
&.66,, напищется теперь так: 


9, =0.66, =© ( [2 Ра 4) т р 


В виду того, что в начале промежутка, 4 скорость точки © была равна нулю, величина 
3, представит еобою в 10 же время и теометрическое приращение скорости; разделив 
его на 4, получим в пределе ускорение точки © (по основному определению ускорення); 
оно будет направлено по теометрическому приращению скорости, те. по нормали Аб, и 
выразится формулой . _ 


‚ пв 
и Е от 
1. = рт] «ЕЕ - уча» . 


Далее, как известио, ускорение каждой точки системы слагается геометрически 
из ускорения при вращенни около точки @ (движения. отиосительного) и ускорения са- 
мой точки © (движения переносного). Ускорения первого движення (отиосительного), 
какомы видели, сводятся в одним лишь центростремительным п, следовательно, оказы- 
ваютея направленными все к точке 6. Что же касается ускорення` самой точки 6, при 
ее вращении около 6,, то это ускорение оказывается направленным от С по направле- 
нию, перпендикулярному к 06, в сторону А, а в пределе, что мы и рассматриваем, бу- 
дет направлено по нормали СА. Следовательно, на нормали СИ всегда найдется такая 
точка Д, ускорение которой в относительном движении равно ускорению самой точки 6, 
так что в результате ускорение такой точки А будет равно нулю и, еледовательно, эта, 
точка в данный момент временн будет двигаться прямолинейно и равномерно. у 

Положение такой точки А определится следующим образом: обовначим „Давну вл 
через 4. Тогда относительное ускорение’ хочки А выразится черев . 


5: за. 


По сказаниому, численно оно равно ускоренню точки 6, т.- 


еее (9) 


так что существует равенство . 


откуда 
еее ньно о (80) › 


что и требовалось вывести. 


Точка И называется точной поворота. 

Теорема. Если плоская фиура двиоюстся в свой плоскости, вралцаясь черавно- 
мерно, то ускорение ев движения слазается из уско- 
рения, направленною к точке поворота и соответ- 
сивующею вращению около нее с узловой скоростью 
в, и из пернендипулярною в радиусу-вектору, про- 
веденному ‘из зиновениою центра, соотвепствую- 
ацею вращению около’ нею с уйловым ускорением 


&’ \ . 
Пусть движение данной фигуры (фиг. 55} опре- 
деляетея качением подвижной полодин СЕ по не- 
подвижной 6. Точку касания полодий обозначим, 
буквой 6 и допустим, что точкой поворота будет А, 
так что АС есть общая нормаль к полодиям. По- 
смотрим, как выразится полное ускорение какой-ни- 
будь точки / фигуры при далном движении. - 
Для получення полного ускорения точки / нужно 

Фиг. 55. - теометрически сложить ускорение точки / при ее 

вращении около полюса © и ускорение самой 

точки 6. Вели вращение около полюса 6 в данный момент происходит о 6 угловой ско- 
ростью ю, то, следовательно, в данный момент ускорение точки / при вращении ее 
около 6 геометрически слагается‘ из центростремительного ускорения 7, равного ©°. СЁ, 


‚ _ . 

и тантенциального 7, — т». 61. , 

Что ше касается ускорения самой точки С, то оно выражается, по предыдущему, 
через 7, == 0. С. и 

Сложим теперь геометрически центростремительное ускорение 7, с ускорением точки 
6—7. В сумме получим вектор /М, — некоторое новое ускорение, при чем, в виду по- 
добия треугольников Ё64 н Ё№М, этот вектор будет направлен как раз в точку 4. Дей- 
ствительно, так как сложение производится теометрически — по правилу параллело- 
трамма—то [2 ММ; а так как ЕР 6К, то ЛИСА в ° 


ЕДИМ ине. + @ 


Кроме того, в впяу равенств 


Шер =".16, ЛИ 


находим после делення: 


и _ 18 


Ни еее нетнн ее @ 


На основании уравнений (0) и (8) заключаем, что 
треугольники [6А и {ММ подобны, а, сяедовательно, 
точки /, М и Я лежат на одной прямой (4. Далее 
имеем: 


И Ш _ 91.6 


.. 
©’, 
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откуда 
11 = ©*. М. 
Итак, ускорение, предетавляющее сумму ускорений у, и], направлено по{А и равно 


02.[И, т.-е. соответствует центростремительному ускорению при вращении около точки 4- 


С полученным ускорением надо сложить еще одно оставшееся у нас ускорение 


_ 45 4%. 
=. бЕ,. соответствующее вращению около точки 6 с угловым ускорением р Таким 


разом теорема доказана. 

Окружность, дизметром которой служит отрезок между мгновенным центром вра- 
щения и точкой поворота, называется поворотным пруюм. 

Теорема. При всяком двиоюении плоской фицуры в ве плоскости центр ускорения 
леовит на поворотном нруе. ' у ` 

Пусть данное движение (фиг. 56} определяется полодиями 6Е и СЕ. б есть мгно- 
венный полюс вращения, А—точка доворота. На АС, как на диаметре, строим окруж- 
ноеть и берем на ней какую-либо точку В, Цо предыдущей теореме ускорение точки В 
будет сяататься из ускорения, направленного в точку поворота Я и равного 11 = 0*. 4В 


. ‚ _ 40 
и тангенциального Л=-уг. .68, перпендикулярного к 68 и ваправленного для всех то- 


чек в одну сторону от полюса мгновенного вращения 6; оно будет направлено также по 
ЯВ. Очевидно, что можно на окружности АВСВ всегда найти такую точку 0, где бы оба 
эти ускорення, Дл и {, быши чиеленио равны и противоположко направлены, т.-е. где 


2.40 = [4:2 
Отеюда” ао .. 
а 1 АВ 
ог г >) 0 — 98—49 2.468. 


Мы получили уже известное нам уравнение (75) и видим, кроме того, что для 10- 
строения центра ускорения (2} пужно из полюса липовениоо вращения 6 провести пря- 
Мио СВ под умом АСВ = в ® нормали СА д0 пересечения с поворотным круюл в точке В. 

Таким образом, центр ускорения лежит на окружности, описанной на диаметре АС, 
т.е. на поворотном круге, 

Теорема. Центр онрения ‘распололается ча поворотном вруш в ту сторону от 

общей нормали к полодиям, в какую совераается 
| вращение, если оно ускоренное, и в обратную сто- 
рону, если оно замедленное. 

Предположим, что вращение совершается (фиг. 
56) по часовой стрелке и ускоряетея; тогда центр 
ускорения. лежит. вправо от нормали 6А, в точне В, 
потому что в этом предположении ускорение полюса 
вращения, СМ, будет направлено от радиуса ВС, 
идущего от центра ускорения, в сторону часовой 
стрелки. Если же вращение замедленное, то пентр 
ускорения должен лежать слева от нормали СА, в 
точке В, потому что в этом случае ускорение полю- 
ва вращения (6М) будет отклонено на угол и от 
радиуса ВС, идушего из центра ускорения, в сторо- 
ну, обратную часовой стрелке, как и должно быть. 
Авалогичное рассуждение будет иметь место, когда 
вращекие совершается против часовой стрелки. 
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Теорема. Вее точки, лежащие на поворотном вруие, имеют ускорение, напра- 
вленное но касательной к их траектории. . . , 

Возьмем на поворотном круге (фиг. 57) какую-нибудь точку Д, и пусть траекто- 
фией этой точки служит кривая МА. Ускорение зтой точки составится из ускорений 
А илл (вообще разлячных друг от’ друга), направненных по одной и той ше прямой 
АВ. Следовательно, прямая АВ. должна быть касательна в кривой ММ в точке 2, ибо 
скорооти точек должны быть перпендикулярны к радиусзи-векторам, идущим от них в 
центру игновенного вращения. Если же ускорение направлено по касательной к траек- 
тории, то нентростремительное ускорение по отношению к ней, по теореме о проекции 
полного ‚ускорения на касательную и нормачь, есть нуль, и траектория имеет в этом 
месте точку перегиба,—радиус кривизны ее в этом месте равен безконечности. 

Таким образом, ираектории точек, лежащих на поворотном круие, имеют на 
этом круш свои точки перегиба. 


8 21. Двищение неизменяемой системы, имеющей неподвижную точну. Ееяи неизменяе- 
мая система имеет неподвижную точку, то ее положение в пространстве может быть 
вполне определено местом двух ее точек, не лежащих на одиой п той же прямой ни- 
нни, проходящей через неподвижную точку. Всего удобнее брать эти точки на’одиой и 
той же сфере, центр которой хежит в указанной неподвижной точке, 

Пусть нам даны две такие точки. Вени проведем через эти точки дугу большого 
вруга, то она при всяких перемещениях системы будет перемещатьея по поверхности 
своей сферы, оставаясь дугой большого круга. Характеризуя положение системы поло- 
жением этой дуги. мы сведем вопрос о движении неизменяемой системы © неподвижной 
точкой Е вопросу о движении дути по поверхности шара. 

Теорема, д'’Аламбера. Всякое перемещение иеизменяемой системы, имеющей ив- 
подвшиеную зноцку, из одною положения в друлое может быть получено одним пово- 
‚ротом около оси, проходящей через неподвиоюную точку. 

Пусть дута АВ (фиг. 58) характеризует положение системы в даниый момент и пусть 
при перемещении последией она переходит в положение 
А’'В', оставаясь дугой большого круга. Соединим точки 
Ас фивсВ дутами больших кругов, равделим дуги 
АА’ и ВВ’ пополам и через точки деления Ё и проведем , 
дуги большого круга перпендикулярно Е 44’ и к А’; пусть 
проведениые дуги пересекаются в точке 6. Соединив 
дугами больших кругов точки 4, А", В, `'В' © 6, легко 
усмотреть равенство сферических треугольников ©АВ’ 
и 04'8', имеющих все три стороны равными, так Как 


ив = ^^ Ав", - 


кав одна и та же дута и, кроме того: 


^^ = 6, \ 
ыыы д .......® 
* 55, св = ^^ вв’, | 
что следует из следующих формух сферической тригонометрии для прямоугольных сфе» 
рических треугольников: 
—^ Ш — д 
608 ВИ = 603 АЕ. 603 бЕ, — 608 СА! == в08 АЕ. 608 СЕ. 


—.65 — 


Так как ^^ АЕ = ^^ АЕ но постровнию, то, следовательно, . 


^ —^ 
60$ СИ — 08 СА", 


‚аналогично 


что и доказывает равенства (а). 


Если теперь повернуть сферический треугольние АСВ около полюса 6 или, что 
одно и 10 же, около оси 06 на угол 868’, равный ф, то СВ сольется е 68 и Л6АВ со- 
впадет с 64'8', так что АВ займет положение А’Ё'. 

Тавии образом, видим справедливость указанной теоремы, которая дает возмож- 
ность представить просто все непрерывное движение системы, имеющей. неподвижную 
очку. 

Положим, что вее непрерывное движение системы происходит в продолжении вре- 
мени # делим его на безконечно малые промежутки /4 и отысниваем оси, около кото. 
фых кужно вращать систему, чтобы из положения, соответствующего началу каждого 
чакого промежутка, привеети ее в положение, соответствующее кониу его. Вее эти оси 
вращения будут, очевидно, проходить через неподвижную точку. Построенное таким об- 
равом воображаемое движение, очевидно, будет вообще отличаться от истинного движе- 

. ния системы, но в конце или в начале промежутнов 4+ оно 
будет тождественио с истинным. Поэтому, чем меньше про- 
межуток 4, тем более воображаемое движение подходит к дей- 
ствительному и, наконец, при 4 равном нулю, обратится в 
действительное, которое и представляет собою ряд последова- 
тельных ‘вращений около осей, проходящих чёрез неподвиж- 
ную точку, —оси эти называются мгновенными осями враще- 
ния. Угловая скорость, с которой надо вращать систему в, дан- 
ный бесконечно малый промежуток времени около соответетиую- 
щей ыгновенной оси, называэтся игновениой угловой скоростью. 

Если отметить все положения мгновенных осей враще- 
ния в пространотве, то получим некоторый конус, с верши- 
ной в неподвижной” точке; этот конуе называется конусом 
неподвижной авсоиды и представляет, по сказанному, геомет- 
рическое место осей вращения в пространстве. Отмечая же 

Фиг, 59. положения мгновенных осей вращения в самом теле, мы по- 

лучим другой конус, который называется конусом подвижной 

эксоиды. Когда станем катить второй конус по первому (фиг. 59), то каждая линия со- 

прикосновения, — например линия 06,—будет игновениой осью врашения; все точки, де-. 

жащие на этой линии соприкосновения, не должны иметь скорости в расематриваемый 

момент, как точки итновенной ови вращения; это показыввет, что мы должны катить 
один конус по другому без скольжения (теорема Пуанео). | 


$ 22. Общий случай движения системы. Расемотрим теперь движение свободиой неиз- 
кеняемой системы. Положение такой системы вполне определяется местом трех ее то- 
чев, не лежащих на одной прямой. . 

Лемма. Белное перемещение свободной вистемы можно получить помощь одною 
поступалиельноюо и одною вращательною дешосения. 


Жуковский. Теоретическая механика, Вып. Ш. 5 


— 86 — 


Положим, чтю точки, определяющие положе- 
ние системы (фиг. 60), суть А,Виб и что дан- 
ная система переместилась из положения 486 в 
положение 4’В'6'. Соедивив точку А с А’, сообщим 
всей системе такое поступательное движение, 
чтобы точка 4 прошла пространство ДА; точки 8 
иб пройдут. при ; этом пространство ВВ" и 66”, 
при чем . 

| 44’ 4 ВВ" 4 СС". ` 


Новое положение системы определится точка- 
ми/’, В", С" и, так как мы сообщили системе поету- 
Фиг. 60. пачельное движение, то стороны треугольни ка 4'8" 5”. 
будут равны и параллельны сторонам треугольника, 
АВС. Так кав, далее, треугольникй 4'8"С" и АВ’ имеют общую точку А’, |то, чтобы 
переместить систему из положения /'В"С" в положение ДВ’, достаточно сообщить ей 
вращательное движение около некоторой оси, проходящей через эту точку А’ (по теореме 
д’Амамбера). 

'Итак, действительно, всякая система неизменяемая может быть перемешена в любое 
другое положенне помощью одного поступательного и одного вращательного движення. 

Заметим, что можно поступить и иначе: сперва можно сообщить системе враща- 
тельное движение, & потом уже псотупалельнсе, передвинув ее в ее повернутом положе- 
нии на определенное пространство. 

Теорема Шаля. Веякое перемещение свободнозо тела ‘из одною положения в 05у- 
ое моокет быть получено одним винтовым деиокением. 

Это—самая общая теорема о перемещении тела. Положим, что системе (фиг. 61) 
сообщено некоторое, перемещение, которое, на основаннн предыдущего, может быть за- 
менено одиим поступате льным движением А8 и вращенйем около оси 22, Разложим по- 
ступательное движение АВ на два взаимно перпендикулярные, би ‚ 68, при чем Аб на- 
правим по 22. Таким образом, получим три движения; 

1) вращательное около 2х, 

2) поступательное А6, направленное вверх по оси вращения 22, и 

8) поступательное 68, перпендикулярное оси вращения, 

Проведем плоскость # перпендикулярно оси 22. Тогда первое и третье движения 
дадут некоторое движение, параллельно плоскости М 
(потому что СВ М), которое ‘на осиовании предыду- 
щего, может быть получено одним только [вращением 
тела около некоторой оси 2'2’; перпендикулярной плос- 
‘кости, 4, Это последиее вращательное движение вместе 
с перемещением 46’= Аб, направленным, 'перпендику- 
лярно к плоекости, и даст в ревультате {некоторое 
винтовое движение. . у 

Основываясь на этой теореме, мы можем веегда 
найти такой винт и соответствующую ему гайку, 
хоторые бы повволили осуществить требуемое переме- 
щение тела. Для этого делаем гайку неполвижной, 
сирешияем тепо неизменно с винтом и даем винту ©0- 
ответствующее угловое перемещение. 


— 87 — 
Тусть 22’ (фиг. 62) будет ось такого винта, Примем ее за. ось цилиндра с радиу- 
сом, равным единице, и развернем этот цилиндр в прямоугольник ОРЯР, Отложим по его 
стороне 0Е длину ОМ=ф, где ф есть угло- 
вое перемещение, на которов надо повернуть те- 
10 Около ОСИ 22’, а на стороне 0Р отловим 
0Е=4, где #= 0 (см. предыдущий чертеж) 
есть поступательное перемещение по оси виита. 
Построим прямоугольник ОМКЕ и диагональ его 
ОК продолжим до пересечения с прямой АЯ в 
точке 0. Навернем теперь прямоугольник 0467 
на цилиндр. Тогда диагональ 08 и даст нарез- 
‚ку винта, Взяв соответетвующую тайку“Й, и 
укрепив ее неподвижно, увидим, что при пово- 
Фиг. 62. . роте на угол ф винт и всякое соединенное с 
ким тело подвивутся вверх на высоту Й. 

Пользуясь теоремой Шаля, можно весьма просто предетавить себе непрерывное 
движение свободиого тела. Делим время, в продолжение которого происходит перемеще- 
ние системы, на безконечно, малые промежутки и отыскиваем соответствующие винто- 
вые оси, ‘около которых донжны происходить ссответствующие винтовые движения (рав- 


‘номерные, с угловыми скоростями 2, 2, ...з) для каждого промежутка, чтобы из 


положения, соответствующего началу каждого промежутка, приводить тело в положение, 
‚ соответствующее концу этого промевутка. Ряд таких виитовых движений тем более подхо- 
дит к действительному движению, чем менее элемент времени 4, а при 4 безконечно малом 
мы и получим действительное движение. Таким образом, всякое движение за безконечно 
малый промежуток времени может быть рассматриваемо, как одиовременное скольжение и 
вращение около ‘некоторой оси, которая навывается меновенной осью вращения чё скольже- 
ния и обладает тем свойством, что скорость всякой 
ее точки направлена по’ней самой. При этом 
движений мгновенная угловаН скорость, выражается черев: 


40 _@Ф 
же’ , 


‚где ф есть угловое. перемещение за промежуток времени 4 


о=йт— 


скорость же поступательного движения, равная И Е 


(скорость для поступательного движения берется за тот же 
промежуток времени 4) ‘называется меновенною скоростью 
скольжения. Геометрическое место мгновенных осей враще- 
ния-окольжения в пространстве образует некоторую линей- 
чатую поверхность, которая называется неподеиоюной акоои- 
д0й и имеет соответствующую ей также линейчатую по- 
верхность в теде— подеижюную акеоиду. 

Соединив вторую: поверхность неизменяемо с данной 
системой, получим движение всей систёмы, егди заставим 
вторую поверхность катиться со скольжением по первей. Соприкасаются эти поверхно- 
сти по образующей, служащей ыгновенной осью вращения-скольжения. 

Примером подобных поверхностей может служить однополый гиперболойд (фиг. 63). 

5 
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Налагая один гиперболоид известным образом ва друтой, ‘увидим, что они соприкаса- 
ютея по некоторой прямой АВ (образующей), служащей мгновенною осью вращения- 
скольжения. Чтобы при качении подвижного гиперболоида по неподвижному происходило 
соприкосневение по арямой, необходимо вместе с поворотом продвинуть неподнижный 
тнперболонд несколько по образующей АВ со скоростью скольжения, так как в против- 
ном елучае соприкосновение этих поверхностей сделается соприкосновением в одной 
точке и искомое нами движение не осуществится. Гиперболоидами осуществляется дви- 
жение, сосхоящее из двух вращений около осей не параллельных и ве пересекающихся 
(гиперболоидиые зубчатые колеса). 

В частных случаях, при движенни, параллельном некоторой плоскости, поверхно- 
стями анеоид будут служить поверхности цихиндрические; а при диижении системы с 
неподвижной точкой-поверхности конические, вершины которых лежат в неподвижной 
точве; и в том, и в другом случае каченне акеоид будет происходить без скольжения, 
как это мы уже видели раньше, у 


Сложение движений сиетемы. 


Если движенне неизменяемой системы рассматривается относительно осай коордиват, 
которые сами перемещаются в пространстве, то получается сложное движение системы, 
слагающееся из движения относительно осей и из движения самих осей, Шодобным же 
обравим можно слатать три и больше движений, нужно только вообразить, что оси ко- 
ординат. относительно которых ‘рассматривается движение, сами движутся в простран- 
стве относительно других осей, эти последние в свою очередь перемещаютея относи- 
тельно следующих осей ит. д, . 


$ 23. Сложение поступательных движений. ели система движется поотупательно, и 
оси координат, относительно, которых рассматривается движенне, сами - перемещаются 
поступательно, то получается сложное днижение; определим эго характер, 

Пусть даннан система (фиг. 64) в отноеи- 
тельном движении имеет скорость и, & в перенос- 
вом и. Рассмотрим движение каких нибудь двух 
точек Аи В этой системы. Так как в поступа- 
тельном движении дриженне какой нибудь одной 
точки совершается с такою же скоростью, с ка- 
кою перемещается вея система, то каждая ив 
точек А и В будет двигаться, имея в относитель- 
ном ‘движении скорость и, а в переносном дви- 
нении скорость 2.’ Сложив по пранилу паралле- 
лограмма слагающие скорости для каждой точки, 
получим абсолютную скорость сложного движения, 
. при чем абсолютиые скоросхи точек А и В; равно 
Фяг. 64. как и всех других, будут равны и параллельны. 

Действительно, не трудно доказать, что ско- 
рости точек А и В равны и параллельны между собой, основываясь на том, что при по, 
ступательном движении все точки системы имеют равные и параллельные скорости, & 
от сюжения соответственно раввых и параллельных векторов всегда получни опять 
‘равные и параллельные векторы. Из того, что абелютные скорости точек А и В равны 
и параллельны, следует, что абсолютное движение воть также поступательное. 


2 
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Таким образом все выведенное можем формулировать в виде следующей теоремы, 
` Теорема. От ' сложения двух поступазтельных 9виокений получается движение 
такою поетупилнельное со скоростью, равной зеометрической сумме скоростей слалае- 
мых поступательных двиокений. 

Это раесуждение имеет место и для нескольких движений; только в последнем 
случае надо вместо правила параллелограмма воспользоваться правилом многоугольника, 
в котором замыкающая сторона будет выражать скорость абсолютного поступательного 
движения. . 


‚ ‚8 24. Сложение вразщательного двинении и поступательного, перпендинулярного к оси 
вращения. Прежде, чем приступить к выводу правила сложения вращательного движе- 
нля с поступательным, мы должны условиться относительно графического изображення 


` Фиг. 65. Фиг. 66. 


всех факторов вращательного движения. Вращение принято характеризовать вектором, 
дающим положение и направление оси вращения в пространстве. Для получения этого 
вектора, по оси вращения от некоторой ее точки в условных единнцах откладываетея 
зеличнна угловой скорости, соотвэтствующая рассматриваемому вращательному движенню, 
при чем эта величина откладывается в такую сторову от упомянутой точки, чтобы, 
глядя с конца отложенного“ вектора на его начало, мы видели вращение совершаю- 
щимея по направлению. часовой стрелки. 

Совокупность поступательного и` вращательного движений можио воспроизвести еле- 
дующим образом, Вообразим дис 0 (фиг. 65), могущий вращаться около оси, которая 
укреплена в стойке &, неподвижно стоящей на платформе тележки 0. Если диску 0 с0- 
общим движение вращательное, а тележке поступательное, потянув в& прикреиленную 
к ней нить Ё, то и получвм требуемое сложное движение, состоящее из поступательного 
и вращательното. 

Пусть 0 (фит. 66) будет. точка пересечения оси вращения с плоскостью №, прове- 
денной через каш прибор параллельно полу. Движение любой точки диска будет совер- 
шаться со скоростью поступательного днажения и и со скоростью соответствующей вра-. 
щению диска около оси ОК с угловой скоростью @. Для всех точек системы, не лежа- 
щих на линии 06, перпендикулярной к направлениям оси ОК и скорости и, поступа- 
тельная скорооть # составляет некоторый угол со скороетью, происходящей от враще- 
ния, и только для точек, лежащих на линий 06, обе эти екорости будут направлены 
по’ одной прамой. 

Вудем искать в системе такую точку, абсолютивя окороеть которой равнялась бы 
нулю. Возьмем на линии 06 какую-нибудь точку И и рассмотрим, под влиянием ка- 
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ких скоростей она перемещается. Точка эта имеет скорость ш, направленную на`фигуре 
66 направо, и скорость равную ®.0М, т.е. угловой скорости вращения около центра 0, 
помноженной на радпуе вращения; эта скорость направлена налево. 

Подыщем теперь такую точку 6, чтобы для нее удовлетворялось условие е. 9 = 19%. 
отсюда имеем: 


9е=*. 


Тогда такая точка @ в данный момент будет оставаться неподвижной, и все движение 
сведется. к вращению около этой неподвижной точки 6 (которал представляет след мгно- 
зенной оси вращения) с некоторой угловой скоростью „9, где @ есть мгновенная угловал 
скорость сложного движення. 

Дая опрёделения ® заметим, что точка 0 в относительном движенни (при враще- 
нии диска) скорости не имеет, от движения же переносного (перемещення тележки} она 
получает скорость и; но так как, с другой стороны, перемещение точки 0 можно также 
расематривать, как следствие вращения около игновенной оси, след которой есть точка 
6, с мгновенной угловой скоростью ®, то можем написать: 


9.06= в; 
но у 


©.06, 
откуда 


'При этом угловые скорости © и ® направлены в одну и туже сторону. Отсюда следует: 

Теорема. От сложения вращательною движения и поступательного, перпендилу- 
дярною к оси вращения, получается движение вразцательное около оси, параллельной 
прежней и с пременей узловой скоростью; но- 
вая 06 вращения отстоит от прежней на 


29 
расстоянии =>, де в—слорость постунатель- 


100 движения, а ® — жновенная узловуя ско- 
рост. . 
Итак, здесь речь идет о мгновенных 
осйх, которые в каждый момент времени 6у- 
, дут иметь различные положення; если посту- 
пательное и вращательное дващения равно- 
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А с в 16 
ы мерны, то 06 = -— —60%55 поэтому геометриче- 
> и * - ское место итновенных осей в теле есть ци- 
линдр, раднус г оеновання которого (фиг. 67) 
ра 
равен = Если ще, кроме того, поступа- 
Фиг. 67. тельное движение прямолинейно, то геометри- 


ческое место мгновенных осей в пространстве 
есть плоскость, перпендикулярная к плоскости М (потому что все оеи перпеидикулярны 
.Е №) и параллельная направлению поступательного движения. Плоскооть эта будет нало- 


- 20 
дитьея на расстоянни 96=—. от прямолинейной траектории точки 0 и расположится 


_п- 


< той стороны относительно оси вращения диска, в которой скорость вращения про- 
тиноположна скорости влечення. Это и будет’ подвижная и ненодвижная аксокды для 
нашего движення. 

Сложное движение потучитея, если прикревить тело к цилиндру подвижной зксоиды 
и катить цилиндр без скольжения по плоскости АВ, по которой будет перемещетьея 
мтновениая ось. 

В общем стучае, когда поступательное движение криволинейно и неравномерно, 

. а вращательное также неравномерно, аксоидами 
в о’ будут какие-нибудь две цилиидрические ‚поверх- 
ности, 

Пользуясь теоремою о сложенни вращатель- 
ного движения и поступательного, перпендику- 
пярного к оси вращения, можно рассматривать 
вообще всякое вращательное движение, как с0- 
ставное, — вращательное и поступательное, так 
что некоторое вращательное движение, совершаю. 

фиг. 68. щееся со скоростью ® около оси 0 (фиг. 68), 

. лежащей в плоености чертежа, можно разложить 

‘на вращательное, с тою же угловой скоростью, около некоторой определенной оси 6, 

параллельной прежней, и поступательное со скоростью -=09.06, перпендикулярное к 

плоскости чертежа, 

Действятельно, вели мы перенесем ось вращения из точки 0 в точку (, то в точке 

‚0 должны будем прибавить скорость #= 9.06 по направлению 60. Это видно из того, 

что, сяагая движение со скоростью 2 с вращением со скоростью « около оси 6, получим 

как раз вращение со скоростью @ около оси 0, при чем ® равняется «. На этом осно- 

вании всегда модно. ивреносить .06ь вращения параллельно самой себе, прибавляя соот- 

ветотвующее поступательное двиосение, скорость которою равна скорости во .враща- 
` тельном движении той точки, в которую переносят объ. 


$ 25. Сложение двух вращательных движений около двух параллельных осей. Два ‘враща- 
чельных движения около параллельных осей можно произвести следующим обравом: во- 
у образим стойку И (фиг. 69), на оси которой. 
врашается. пластиика В, имеющая на-другом 
конце питиль. (, около которого врашаетея 
диск 0, если привести диск @ во вращатель- 
ное движение и в то же время помощью руч- 
хи Ё вертеть пластинку В, то и получим тре- 
буемое сложное движение, : 
Сначала рассмотрим два вращения, совер- 
шающиеся в одну сторону. Очевидно, что ох 
совокупности этих двух вращений точки тела 
не будут изменять расстояния от плоскости 
перпендикулярной к осям вращення, а потому 
. составное движение будет параллельно этой 

Фиг, 69. плоскости. Пусть 0 в 0’ (фиг. 70) будут точки 

пересечения этих осей 0х и 0'А `с перлендику- 

ярной к ний осыю 0х. Назовем через © я @’ угловые скорости вращения около 
этих осей. Очевидно, что. все точки оси 0х будут иметь линейные скорости, параллель- 
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ные оси ду. Возъием. одну из таких точек, напри- 
мер, С—и рассмотрим, кавие скорости она имеет 
и как эти скорости направлены. Дегко видеть, что 
относительная скорость ее ® и переносная ско- 
рость и направлены в ‘противоположные сторо- 
ны, при чем каждая из этих скоростей увеличи- 
вается по мере удаления от соответствующих осей 
вращения 0х и 6. Следовательно, на оси бх 
всегда можно найти такую точку 0, которая, 
обладая равными и противоположными скоростями, 
будет находиться в покое. 
В рассматриваемом случае точка 6, удовлет- 
воряющая этим требованиям, может находиться 
Фиг. 70. только на оси Ох между точками 0 н 0', так как 
только здесь скорости и я % прямо противопо- 
ложны друх другу. Во всяком же другом месте плоскости хбу (фиг. 71) они будут’ 
итти или по одному направлению (если разсматриваемая точка будет на’ оси де 
вне отрезка 00’), или под уллом; но и в том и в другом случае равнодействующая их не’ 
будет равна нулю. Очевидно, далее, что все точки, лежащие на линии СМ, проходящей 
через такую точку 0 и параллельной 0х, будут также находиться в покое, ибо они на- 
ходятся в тех же условиях, что и точка 6. Следовательно, линия СИ будет мгновенной 
осью вращения. 
` На основании приведенных соображений замечаем, что место точки 6, а тем самым 
Га , и положение игновенной оси вращения опре- 
деляется в данном случае уравнением: 


©.06=0'.0'6, 
откуда для точки © находии: 


06 _® 
67 
Такии обравом, В66 телб будет вращаться 
в данный момент около оси, пересекающей 
ось 0х, параллельной оси 02 и проходящей 
через такую точку оси 0х, в, которой рас- 
стояние между центрами делится обратно’ 
пропорционально угловым скоростяи: 
Чтобы определить угловую скорость. 
. вложного вращения, припомиим, что угловая’ 
Фиг, 71. скорость, вообще, равняется линейной ско- 
рости любой точки, разделенной на расстояние- 
. ЭТОЙ точки от оси вращения. Таким образом, для нашей цели достаточно будет опреде- 
лить скорость какой-либо одной, произвольно выбранной точки. В данном случае удоб- 
нее всего определить скорость сложного движения для точек оси @'А. Рассмотрим дви- 
жение точки 0’, лежащей на оси вращения 014. 
Вращаясь около оеи 02, точка 0’имеет линейную скорость 


9 = 0.00". 
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Так как в данный момент вращение происходит около мгновенной оси Мб с угловой 


. екоростью @, то очевидно: 


но так как: 


то 


^ @.00'’_ 0(06-- 60°) _®.06--6.00' 


© 


60 60` в * 
№.06='.60', 


о_®'. 60.60 


; 
60’ ©' -|- ®. 


Так выражается угловая скорость @ сложного движения. Замечая, что направление: 
вращения @ будет в ту же сторону, что и направления © и ®'. получим такую теорему: 


Фиг, 72. 


ое сложения двух вращений около параллельных осей, на-- 
правленных в одну сторону, получается вращение около’ 
оси, параллельной данных, лежащей с ними в одной пло. 
скости, и направленной в ту же сторону. Умювая вко- 
‘рость этою вращения равна сумме умювыт скоростей сла- 
заемых движений; центр сломеною двиокения делит 'рас- 
стояние между центрами слолаелих движений обратно 
пропорционально их уловыл скоростям, 

Если скорости данных вращений хи в’ постоянны, 
то аксоиды рассматриваемого сложного движения предотав- 
ляются двумя цилиндрами (на фиг. 72 предотавлены следы 
их на плоскость перпендикулярную к осям), потому что 
точка @ всегда находится на одиом и том же расстоянии 


„как от точки 0, так и от точки 0’и следовательно, геомет- 


рические места точек 6 в пространстве и теле суть ци- 
линдры радиусов 06 и 0'6, при чеи цилиндр, лроведенный 


радиусом 06, представляет место мгновенных осей в пространстве, & цилиндр радиуса. 


9'6—в теле. 


Предположим теперь, чо слагаемые вращения направлены ‘в равные стороны. 
Пусть 0и0’ (фиг. 73) будут центры слагаемых вращений сугловыми скоростям и в’, 
а оси вращения будут бу и 0'А [| ду. Первое вращение (около 0У) совертается по на- 
правлению часовой стрелки, & второе—по обратному направлению. Положим, кроме того,, 
тю >. На отрезке 00’ будут лежать точки, получающие от обоих вращений ско-- 
рость, направлениую вниз, & потому в этом промежутке неподвижной точки, т. е.. 


2 


А точки, имеющей две равные и прямо-проти- 

‚ воположные скорости, быть не может. Такая 
точка должна лежать вправо от точки 0, по- 
тому что там скорость ох вращения ®« бу- 
дет направлена вниз, а`скорость от враще- 
ния @' будет направлена вверх; эти еко-. 


Се 


Фиг. 73, 


рости могут быть равны, так как ©'’>>®, а, 
искомая точка © ближе к центру 0’, нежели 
к 0. Очевидно, что место нокомой точки 6: 
получится из уравнения: ` 


#—= 0 или Ф.06=0'.0'6, 
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‘откуда находим; 
-@' _ 06 
# 06 
Итак, сложное вращение будет иметь своим центром точку 6. 


Для определения угловой скорости 2 обратимся к точке 0’ в, заметив, что она 
получает скорость только от вращения ©, каправленную, при том, книзу, получим: 


2.06 —0.00' — 0 (06—0'6) = 06 —.0'6, 


но так как: ` 
@.06=0.0', 
то 
9.06 =0'.06-— ©.0'6, 
откуда . 


2 


Направление вращения будет в сторону вращения с большей угловой екоростью, т.-е. 
в сторону ©’. Таким образом получаем следующую теорему: от сложения двуз враще- 
ний, направленных в разные стороны, около параллельных осей, получается вращение 
коло оби, параллельной данным и лежащей в одной в ними плоскости. Умовая спо- 
‘рость эттозо сложною вращения равна разности уловьие скоростей 
влавемых вращений и направлена в сторону большей. Центр сло- 
женою движения делит расстояние между центрами славемых 
вразщений внешним образом обратно пропорционально урловым ско- 
‘фостям в лежит со стороны вращиппельною движения с большей 
заловой снороетью. 

Аксоиды движения в сечении плоскостью, перпендикулярной 

[2] к осям вращения, предотавляются в данном случае системою двух 
Фиг, 74. кругов (фиг. 74), с тем отличием от предыдущего случая, что 
, круг с центром 0’, соответствующий подвижной аксоиде, будет ле- 

` жаль внутри круга центра 0, соответствующего неподвижной аксопде. 

‚ В частном олучае, когда слагаются два равные вращательные движения, напра- 
‘вленные в противоположные стороны—так называемая пара вращения, —то предыду- 
щий способ определения сложного движения ‚не может быть приложен, потому что в 
этом случае ив соотношения @.0'6 = ®.00’ будем иметь пропорцию: 


‹из которой найдем: 


ибо равность &'— @ 
истолковать так. 


. Это решение не имеет реального вначения, Но его можпо 


Если будем складывать два вращательных движения, происходащих около парал- 
лельных осей и направленных в разные стороны © весьма мало разнящимиея скоро- 
. стями, то получим вращение около оси, весьма далеко от. тоящей от данных осей, и, 
чем меньше разнятся дзкные скорости, тем дальше будет ось сложного врашения, На- 
конец, при равных угловых скоростях ось сложного вращения уходит в бесконечность; 
вов точии системы движутся по кругам бесконечно больших радиусов, т.-е, движутся 
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по параллельным прямым; следовательно, вся система движется поступательно. Линей- 
ные скорости движений получаем, умножая угловые скорости на расстояния от оси вра- 
щения. Хотя угловая скорость в данном случае, как разность двух равных величин, 
есть величина бесконечно малая, но известно, что бесконечно малая величина, Умно- 
женная на бесконечно большую, может дать в результате величину конечную. 


Фиг. 75, Фиг, 76. 


Далим прямое доказательство тому, что движение будет поетупательное. Возьмем 
а линии 00’ (фиг. 75) между Оби 0’ точку © и определим ее скорость от обопх враще- 
ний. Обе слагаемые скорости будут, очевидно, направлены вниз. Позтому: 


щи, = 6.06 -- 9.06 = (06-26) = ®.00'. 


Отёюда видим, 910 %, не зависит от положения точки 0. Возьмем теперь внеш- 


Фиг. 17. 


нюю точку 6’ и определим ее сложную скорость. Слагаемые ско- 
рости точки 6’ от вращения около 0 и 0'’.будут налравлены в 
противоположные стороны, а следовательно: 


9, и, — в, т. 06' — 0.66 =6(06—06) 6.60. 


Таким образом мы видим, что точки 0 и 0’, а следовательно и 
вся сиетема, будут иметь одинаковые по величине и напразлению 
скорости, т.-е. система будет двигаться поступательно. Это 
движение наглядно иллюстрируется чертежем (фиг. 76), где вра- 
щение около центра 0 и равное, но противоположное ему, враще- 
ние оноло 0’, слагаясь, перемещают параллельно самой себе пря- 
мую 40’, а следовательно, и всякую другую прямую, с ней 
неподвижно связанную. Осуществленное при помощи зубчатых 
колес, такое движение (фиг. 77} носит назвакие „парадокса Фер- 
‚тю6вона“; все зубчатки и. рамка, в которой они заключены, вер- 
тятся, & крайняя зубчатка 0, движется поступательно, что ука- 
зывается сохранением направления линии АВ, написанной краской 
на зубчатке 0,. 


$ 26. Сложение врашательных движений около осей, пересекаю- 


. 
зцихся в одной точке. Такое движение можно воспроизвести следующии образом: в верти- 
хальной стойке А (фиг. 73) вращается муфта В помощью рукоятки 0; к муфте В при- 
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делан наклонный рычаг 0, на который надет врашаю- 
щийся диск Е. Если сообщим диску вращательное движе- 
ние и в то ше время начнем вращать иуфту 8, ти 
получим требуемое движение, 

Мы можем заранее оказать, что точка пересечения 
осей вращения все время будет неподвижна, так кав 
она не аолучает скорости ни от одного вращения. Оле” 
довательно, все движение, по теореме д'Аламбера, при- 
ведется к вращению около ряда меновениых осей, прохо- 
дящих через эту неподвижную точку. Поэтому доста- 
точно ‘будет найти еще одну неподвижную точку, чтобы 
определить вполне форму движения, 

Пусть оба движения при‘вагляде сверху представля- . 
ются вовершающимися по направлению часовой етрелки; 
вращение муфты В происходит с угловой скоростью в, 

Фиг. 78. а вращение диска Ес угловой скоростью ©’. Для удобства 

трафического изображення примем плоскость пересекаю- 

щихся осей ва плоскость чертежа (фиг. 79), и пусть угховая скорость « выражается 

вектором 0, а угловая скорость ©’ вектором 08. при чем, как было сказано, наблю- 

датель, глядящий от Ак дист ВЕ 0, видит вращение совершающимеся по солиду, 

На этих векторах построим параххелограмм 0468 и докажей, что точка 6 в сложном дии- 
жении будет в рассматриваемый момент в покое, . 

Действительно, от вращения « точка 6 получает скорость ю.80, направленную 
перпендикулярно к плоскости чертежа и выхедящую вперед из-за чертежа, а от вра- 
щения ©’ точка 6 получит скорость ©'.Еб, воторая также перпендикулярна Е нлоскости 
чертежа, но направлена ва плоскость чертежа (06 и ‘Е 
перпендикулярны к ОА я 08); если ‘бы эти скорости бы- 
ти равны, то они, благодаря противоноложности их на- 
правлений, уничтожались бы, и желаемое было бы дока- 
зано. Раесматривая чертеж, мы замечаем, что 0.06 и 
®'.Еб представляют из себя площади одного и того же 
параллелограмма 0АСВ; только в первом произведении за. 
основание принята сторона его 04, а во втором — сто- 
рона 08; поэтому можно напибать, что 


— [= 


0.06 = 0'.ЕС, 


и, следовательно, точка С находится в покое, а 910, в 
свою’ очерадь, показывает, что в расематриваецый мо- 
мент все точки, лежащие на линии 06, будут ненодваж- 
Фиг. 79. ° ны. Поэтому линия эта будет мгновенной осью вращения 
в рассматриваемый момент времени. 

 предешиы теперь ©, угловую скорость сложного движения. Для этого опустим ив 
точки В перпендикуляры` 80 и ВЕ на линии 06 и 04. Точка 8 будет получать скорость 
только от вращения ©, поэтому ве скорость выразится произведением «.ЕВ. С другой 
стороны, если @ есть скорость сложного вращения, то скороеть, точки В должна вы- 
разиться черев ©.68. Поэтому: . 
ФЕВ 2.98. тен + (№ 


— 17 — 


Но ®.ЕВ равно. площади параллелограмма 0/68, которая равняется двойной площади 
треугольника 046, так что: 7 


@.ЁВ = 2 площ. 4 040 = площ. 0468 = 00.06. 


`° Подставляя это значение в уравнение (а), получим: 


06.08==9.68, ‚ 
ютЕуДа 
ту у т 92—06. 

Что касается направления вращення ©, то оно будет соверщаться в направле- 
нии часовой стрелки для наблюдателя, глятящего от Св 0, потому что точка В вы- 
' двигается из плоскостн чертежа в наблюдателю. 
| ` Из рассмотренного следует теорема: ож сложения двух 
< . в  вр@щательных двиокений, совершающихся около ‘пересенаю- 
р щихся осей, получается слоеное вращение, которое вы- 
` фавюаетея по величине и направлению диональю парал- 
лелозрамма, построенною на елелаемыт врщениях. ^ 

Представии сложное движение на нашем схематиче- 
ском приборе помощью двух конусов подвижной н нено- 
движной акеоид. При вращении мгновенной оси 06 около 40 
{фиг. 80) похучим конус 0, в котором угол между образую- 
щиыи будет 2а, если угол 406 —а; от вращения ве мгно- 
`венной осн 06 около 08 получится конус Е е углом 26, где 
6 через @ назван угол 008. Прнооединив теперь к подвижной 

Фет. 80. аксоиде ЕЁ каное-либо тело и укрепив неподнижную авсонду 
8, получим требуемое движение тела, если будем катить без 
хкольжения коиус подввжной аксоиды по неподвижной, при чем мгновенною’‘ осью вра- 
щения будет служить прямая 06,—ления соприкосновения обоих конусов. 

Обозначив через у угол между 04 и 08, иивем для 
‚выражения скорости ® уравнение: 


—=Ие*-- о - 20.0 6057 
и проиорцию: 


Эти соотиошеная дают возможность ‘определить величику 
угловой скорости’ сложного движения. 

Если. смотря сверху, мы видим, что диск и муфта 
вращаются в-разные стороны, например, диск—по стрел- 
ве часов, а муфта против, то ка основании правила 
‚изображения утловой скорости вектором, вектор 40 
{фиг, 81) мы должны отложить книву от точки 0, чтобы, 
тлядя с начала вентора на его основание, видеть враще- 

Фиг. 81. ние северпающиися по стрелке часов. Угловая скорость 

сложного вращения @ опять представится диагональю 

параллелограииа, построенного на угловых скоростях слагаемых вращений, и, так как 
игновенная ось сдожного вращения лежит по одиу сторону от. осей  слатаемых враще- 
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ний, то акеоиды для нашего случая представят собию два конуса: неподвижный Г 
(фиг, 82) и подвижной Е, который теперь катится внутри 0. 

Классический пример такого движения представляет собою земная ось, которая, 
благодаря притягивающей силе солнца (и 
отчасти луны), не проходящей через пентр 
земли, вследетвие сплюснутости последней, 
опйсывает в пространстве конус В в течение 
около 26000 лет. В самой же земле ось’ опи- 
сываеттавже чрезвычайно тонкий коиус (угол 
его—несколько секунд) Ё, который и катится 
° виутри первого, совершая полный оборот в 
сутки. Движения эти подробно рассматрива- 
ются в астрономии’ под именем прелессий. 

Жоли будет дано несколько вращательных 
движений около осей, пересекающихся в од- - 

Фит. 8. ной точке, то, построив многоугольник, сто- 

роны которого геометрически равны и парал- 

х‹лельны векторам, представляющим слагаемые угловые скорости, увидим, что замыкаю- 

лцая сторона этого иногоугольника будет теометрически выражать угловую окорость 
сложного вращательного движения. 


8 27. Слощение вращательного и поступательного движений, скорости которых направ- 
лены кан угодно. Это движение можно ос} ществить следующим образом. Шо произволь- 
ной наклонной плоскости РОЯ (фиг. 88) катится тележка А помощью шШиура, перекину- 
того через блок, На верхней поверхности этой тележки укреплена вертикальная стойка 
Е со щпилем, на котором вращается по направлению стрелки диск ЕЁ. Если одновре- 
менно вращать днок и двигать тележку, то и получим требуемое движение. 


Фит. 83. . Фит, 84. 


Чтобы рассмотреть такое движение, положим, что ОА (фиг. 84) есть ось вращения. 
двока, а ОВ—скорость поступательного движения, равная %. Разложим скорость # по- 
средством параллелограмма екоростей на 0б=9 и 00 = из которых 96 направлено 
вертикально по оби вращзния ОА, а 00 п-рпендвкулнрна к последией. Склакываем по- 

` ступательное движенте 00, имеющее еворость и, е вращательным Ой, имеющим ско- 
роеть @; получаем вращательное движение, с тою же угловою вкоробтью около неко- 
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хорой игновениой оси вращения 0'/’, параллельной ОА и ‘удвленной от нее на рас- 
стояние. 


9=00 =". 
© 


Кроме этого вращения остаетея еще скорость 0'0’=06=0 поступалельного дви- 
жения, направленная по мгновенной оси вращения. Прибавляя это последнее движение 
к рассмотренному уже вращательному движению около оси 0’С’, получим, очевидно, не- 
Еоторое винчовое ‘движение, в которбм 0’5’ будет осью вращения-скольжения; Итак, 

2 . имеем следующую теорему: от сложения: 
враииипельною двищения с поступатель- 
м, снорость которою не иврнендикуляр- 
на к оси вращения, получается винтовое 
движение. 

Если мы теперь обратимся к неподвиж- 
ной и подвижной аксоидам нашего схемв-- 
тического прибора, то` вамехим, что геомет- 
рическое место мгновенных осей вращения- ` 
скольжения в теле есть цилиндр, основание 

` которого есть круг, описанный радиусом 


"=". - 
фиг. 85. 9==00' = (фиг. 85) из центра 0, лежаще 


го на прежней оси вращения, Геометрическое 
же место осей вращения-скольщения в пространстве есть плоскость х$х, обравуемая 
этими осями, которые перемещаются параллельно самин себе вверх, оставаяеь на по- 
отоянном расстоянии 00’ от ови бА, Цилиндр есть подвижная аксоида, которая катится 
в угловой скоростью @ по плоскости хх, служащей неподвижной аксоидой и в № же 
время скользит по этой плоскости вдоль обравующей ео скоростью 7; при этом движе: 
ние тела, прикрепленного к цахиндру подвижной зксоиды, и дает рассматриваемое вин- 
товое движение. 


$ 28. Сломение двух вращательных движений около непараллельных и непересанающихся, 
осей. Это движение можно наглядно воспроизвести на 
следующем приборе (фиг. 86). На стержень стойки 4 
надета муфта 8, которая приводится в движение по- 
мощью рукоятки ЕЁ. К этой муфте В прикреплен крн- 
вощип МИЯ, согнутый под углом. так, что колено #А 
ие параллельно и не пересекается с осью 48, На кон- 
це колена МАЯ помещается вращающийся диск 0. Если 
привести днск 0 во вращение и в тоже время вра- 
шазь кривошип, то и получим требуемое движение. . 

Положим, таким образом, что имеем (фиг. 87), 
одновременно два вращения; совершающихея в одну 
сторону: 04 =@ и 0'8 =’, оси которых ив параллель- 
ны и не пересекаются. Пусть 00’ будет кратчайшее 
расстояние между осями 0А и 0'8. Перенесем вра- 
. щение около 0А, совершающееся со скоростью ®, в 
„Фиг. 86. ` точку 0’, прибавляя при этом соотвехствующее посту- 
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нательное звижение 0'Е= 0; получим вращение около оси 0'С, ‘на которой и отложны 
величину 0'/"',’равную н параллельную 0ОА=. Слонив теперь по правилу парафлело- 
трамиа вращения 0'А’и 0'8, получим вращение около оси 0'0, совершающееся 6 угло- 
вой екоростью 0'0=9. ели спроектируем 
ломаную 040 на прямую 0'0, то величина ® 
получитея из формулы: 


| 
/ 


8 — © с0а-- в 6058, 


тде углы а и В определятся ив фориулы: 


©. ЭВ. 
& 54 . 
* Но кроме вращения @ мы будем иметь 


еще поступательное двежение со скоростью 
О'Е, которое у нас появилось веледетвие пере- 
несения оси вращения из О.в 0'А'. Вектор "Е 
перпендикулярен к 00’, так как при перенесе- 
.нНви вращательного движения прибавляется но. 
ступательное со скоростью, перпенднкулярной к линии, соединяющей центры. 08 и 0’ 
‚ также перпендикулярны к’ 00’, так как 00’ веть кратчайшее расстояние мевду 08 п 
64| 0’. Следовательно плоскость параллелограмма 0'/’ОВ пернендикулярна к линии 00°; 
< отсюда заключаем, что (’Ё, как линия, перпендикулярная к перпендикуляру 00'’к 
плоскости 0'А'ОВ и имеющая с нею общую точку 4’, лежат в этой плоскости. 
Разлоким скорость 0'’Е=у на скорость 0’0==и, направленную по 0'8, и на ско- 
роеть О =, направленную перпендикулярно к 0'8. Углы 4'0'0 и ЕО'Е, с взаимно- 
перпендикулярными сторонами, равны;. поэтону имеем; 


10—06084, „еее. (@) 

го изза, {еее тьнь с @) 

Но, тав как . 
7=0.00', : 


то предыдущие равенства примут вид: 
, 40=0.00”. 503, ' 
и ==0.00’. та. 


Постуцательное движение со скоростью 10, слагаясь с вращением около оси 0'0, 
как перпендикулярное в оси вращения, ‘дает вращевие около некоторой мгновениой оси 
МЬ параллельной 0'0, © тою же угловой скоростью @. ` 

Положение точки И опредедяется из следующего соображения: так как скорость 
для точек линий 00' изменяется по мере ‘улаяения от оси 0'0, то всегла можно найти 
такую точку Й, в которой эта скорость (2.0'М) численно будет равна 10, но ей проти- 
воположна; и так как эти скорости направлены в разные стороны, то оне уничтожа- 
ются, и точка М будет неподвижна. Для определения положения точки И имеем из ра- 
венства 12-0. 0'И;: 

49 0.00’. с05% . 
9 вева отсос" 
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следовательно: 
.00’.с08а 0'.00'.с05В 
0и = 00' —0'и= 00' — —® г . 
`^ 06086 —- @' 6088 в с05&-[- ©'608 В 


Деля эти два соотношения, имеем: 


ОМ _ ©'.00'. 6056 
И 5.00’. соза` 


@ 
бокращая на 00’ и заменяя‘ отнощение- через равное еиу отношение 817 р что мы имели 


5% 
выше, нолучаеим: . 
‚ М 504.6088 

0’ ятр.в0за 


— 2.6008 =. 
а 


Таким образом, мы получим вращение © около оси М и поступательное движение со 
скоростью и, направленное по этой же оеи, что и дает нам в ревультате винтовое 
движение. ``. у ` 
Отсюда вытекает следующая теорема: При сложении двух вразщеительнье двизеений 
около ненараллельных и непересекающится ‘осей получается винтовов двиокение. Мто- 
венная ось’ вращения-скольюкения этоло винтовою Овиоюения, направлена параллельно 
аиаонали параллелоратма, построенною на слиаемьх вращениях; ось эта, проходит 
чёрез такую точку, которая делит кратчайшее расстояние между овями вращеныя 
на части, прямо пропорциональные таненсам улов, образуемые слааемыми вращениями 
в0 сломеныйм (винтовым) вращением. 
$ 29. Сложение нескольних` поступалельных и вражательных движений. Если мы имеем 
несколько поступательных и вращательных движений, которые требуется сложить, то 
сначала переносим все ови вращения ©, ;, ®;,....., (фиг. 88) так, чтобы оне прохо- 
дили через одну точку, прибавив при этом переносе соответетвенные поетупатхельные, 
движення 1%, и;, %,,..... Олатаем весе вращательные движения по правилу многоутоль- 
ника в одно вращательное движение 2: Точно также екладываем вое постунательные 
. движения, как. данныя %;, %,; %.,....., ХЕ и полу- 
ченныя и; ., %»..... ЛТолучаем одно поступалель- 
ное движение `7; которое с вращательным 2 и дает 
одно вообще винтовое движение. 
Итак, от сложения нескольких поступательных 
и вращательных движений получаем вВ0 всякий 
бесконечно малый промежутоЕ времени одно винто- 
вое движение, 
Пример. Извеетно, что Муна, делая полный 
“бборот вокруг Зёмли, сама поворачивается вокруг 
своей оси один раз. Принимая орбиту Пуны за круг 
и допуская, что ось вращения ее перпендикулярна Е 
. илоскоети орбиты, определим для всякого момента 
м | времени мгновенную ось вращеивя Пуны. 
Пусть угловая скорость вращения Пуны вокруг Земпи есть © (фиг. 89); тогда и 
угловая скорость врашения Пуны воЕруг своей оси также равна х, потому что в обоих 
случаях в одно и’то же время совершается однн полный оборот. 


6 


` Жуневской. Теоретическоя механика, Вып, П. 
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Рассмотрим скорость точки #, центра Луны. Абсолютная скороеть этой точки есть 
№=0.7. Движение Муны слагается из поступательного движения с этою скоростью п из 
вращательного движения во- 
круг центра 2 с утловою 
скоростью @. Чтобы найти 
мгновенную ось вращения, 


= х. $ т поищем неподвижную точ- 
ву. Пусть эта точка есть 0, 
тогда имеем; 
6—8 
в 
Фах. 89. 


т.-е. точка 6 находитея в центре Земли, и потому мгновениая ось вращения есть один 
„нз диаметров Землн- 


$ 30. Разложение движений. Ровложить какое-нибудь движение можно различными 
способами, так что. втот вопрос, вообще говоря, неопределенный, становящийся опре- 
деленным лишь при наличности некоторых дополиительных, ограничивающих условий. 
Положим, что нам требуется определнть относительное движение твердого тела по 
его абсолютному движению и движению осей (переноеному). Эту задачу можно решить 
на основании нижеследующих соображений. Мы внаем, что, если нам дано абсолютное 
движение тела и движение осей координат, относительно которых тело движется, то, какое 
бы, двнжение мы ни сообщили телу и осям вместе, движенне тела относительно осей не 
изменится. Тогда движение тела будет слагаться из 
его абсолютного движения и движения, сообщенного 
` веей системе. Следовательно, если мы сообщим всей еи- 
стеме движение равнопротивоположное переносному дви- 
жению (движение одних только осей), то сложное дви- 
жение тела и будет иекомое относительное. 
Итав, для определения относительного движения 
тела стоит только к его абсолютному движению приба- 
вить движение переносное, направленное в прямопроти- 
воположную сторону. 
Пример. Положии, нам даны два зубчатых коле- 
са (фиг. 90). Пуеть угловая скорость колеса 0 будет о, 
а угловая скорость колеса 0’— ©’. Требуетея опреде-. 
лить движение колеса 0 относительно колеса 0. Для 
решения этой задачи еообщим всей системе колес 
вращение со скоростью ©’ около центра 0, направлен- 
ное в прямопротивоположную сторону прежнему `враще- 
нию колеса 0’, по направлению стрелки а. От`этого 
холесо 0’ перестанет вращаться, а вращение колеса 9 
Фиг. 90. будет слагаться из двух вращений, © н ®', направлен- 
ных в одну сторону (по часовой стрелке), а потому еко- 
роеть сложного движения @ будет равняться сумме (© -- ®’) и направлена в ту же сто- 
рону. ИМаблюдатель, помещенный в колеее 0',. будет видеть, что колесо 0 катится по 
. 
волесу 0’ со скоростью =о- о", 
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Мтновенная 065 вращения будет проходить через точку соприкосновения колес. 
В самом деле, из етатьи о сложении параллельных вращательных движений мы знаем, 
„Что в этом сзучае игновенная ось делит расстояние 00’ на’ чаети, обратно пропорцио- 
нальныя скоростям, т.е. 


. 0':06 


:®’. 


Но, как доватывается в теории механизмов, угловые скероети зубчатых колее обратно 
проперциональны радаусам, так что 


®:0'= А’: В,. 
тде Н и А’ суть радиусы колес 0 и 0'. Сравнивая полученныя пропорции, имеем: 
9'60:6 = В: В. 


Отсюда врдно, что мгновенная сеь вращения действительно проходнт через точку 0- 
прикосновения полодий зубчатых колес. 


6" 


Динамика. 


ЧАСТЬ 3-7, 


ДИНАМИКА. 


Определения. Динамика есть главная часть механнен; в ней расематриваются во- 
просы о движении тел в зависимости от сил, на них действующих. 

Динамика, как и статнка, требует для своего развития принятия некоторых начал 
`без доказательства. Начала етатики, изложенной в первой части курса, являютея част- 
ными случаями начал динамики, подобно тому, как равновесне есть частный случай 
движення. Для большего удобства мы изложим начала дннамики, относя их не к си- 
стеме, а к матернальной точке, т.е. к телу, обладающему всеми ‘свойствамн физиче- 
ского‘тела, но с бесконечно-малым объемом; следовательно, будем рассматривать дина- 
мику матернальной точки. у 

Бур (Вош) определяет матернальную точку следующими образом: материальная 
точка есть тело настолько малое, что мы можем, отвлекаясь от его размеров, не ванн- 
малься отноентельным движением его точек н рассматривать просто дниженне одиой 
из иих. ы 

Элемент, к которому мы стремимся, разбивая тело на меньшие и меньшие чаоти-— 
элемент, сохраняющий все свойства тела, а следовательно, н свойство быть материаль- 
Еым,--Этот эдемеит н представляет иатернальную точку. Всякое тело может быть рас- 
сиатриваемо, как состоящее из материальных точек; при этом, говоря о массе, мы бу- 
дем говорить о материальных точках конечной массы. Такое представление имеет ре- 
альное значение, так как будет доказано, что снла, действующая на центр тяжести сво- 
бодного твердого тела, будет двигать его так, как будто бы вся масса тела была со- 
средоточена в этом центре. 


Динамика материальной точки. 
Свободная материальная точка, 


$ 1- Основные законы механики. Всех начак динамики, называемых основными зано- 
нами меданцки, принимают трн. 

1. Занон инерции. Материальнал тонка без действия внешних виа сотраняет 
скорость и ‘направление движения. 

Этот закон вытекает нв того положения, что источник всякого изменения дниже- 
ния находитея всегда вне тела и чю причина какого-либо движения не должна быть 
заключена внутрн этого тела. - - 


Если на материальную точку не действуют ннешние силы, то она находнтея в 
покое, либо движется прямолинейно н равномерно. 

. Вели силы, двигающие материальную точку, 
перестают действовать, то точка будет двигаться 
прямолинейно н равномерно по касательной к концу 
траектории, со скоростью, которую она имела в мо- 
мент прекращения действия силы (фиг. 1). 

П. Закон независимости действия вил «закоп 
совместного дейстния сил). Если на материальную 
Фик, 1. почку действуюли ‘несколько сил одновременно, зто 
она получает сложное двиожение, слалиощееся кине- 
малпически из таких движений, которые казюдая сила отдельно сообщает покоющейся 
почке, и,если при этом точка имеет уже скорость иона нее действует еще сила, то 
зпочна получает слоеное двиокение, слалающееся ки- 
нематически из двиокения по инерции и из движения 
от дейсливия силы. , ` 
Таким образом, если одиа сина ` заставляет мате- ° 
риальную точку двигаться по траекторин А8 (фиг. 2) 
так, что точка во время { проходит путь 4$, а другая 
сила заставила бы напгу точку без начальной екорости 
описывать траекторию А@ так, что во время $ она про- 
шла бы путь 45,, то от бовместного `дейетвия обоих 
снл точка А приобретает сложное движение и будет 
Фиг. 2. . перемещаться по некоторой траектории Е, могущей быть 
найденной по правилу кинематики. При этом положение 
ТОЧЕН ВО’ вреня $ найдется, проведя кривую 5,9 параллельно АВ и отложив $5,5, = 4$. 
Если смла действует на точку, движущуюся по нмерции, то я проивовдет также 
сложное движение, составляющееся из движення, которое имела; бы точка под действием 
силы, в того, которое она сотранила бы 
М А - $ по инерции. 
: Например, если точка М движется 
‚по инерции и в момеит прохождения ея 
черев А (фиг. 3) на нее начинает дейотво- 
вать сила притяжения земли 6, то, под- 
чиняяеь обоим движениям, точка М совер- 


18: шает дальше сложное движение по пара- 
Е боле ИЕ. ` 
с Фиг. 3. у ° Этн два первые закона дннамики 


были ‘открыты Галитеем при’ наблюде- 
нии движения тел, брошенных под пло к горивонту. 

Ш. Занон действия, равного противодействию. Де материальмыя точки дей- 
ствуют друз на друа по прямой, их соединяющей, 
вилами ‘равными и направленными в претивополовс- 
ные стороны. у 

Фиг, 4. Если материальная точка А (фиг. 4) действует 

иа материальную точку В с силою Р, направлениою 

по АВ, то материальная точка В’будет, в свою очередь, действоваль на материальную 
точку Я с силою Р’, которая равна Р и направлена в прямопротивоположную охорону. 
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Этот замечательный закон был открыт Ньютоном. 
Следотвия. Из второго основного закона механики следует, ‘Что две силы, равные 
с точки ёрения статики, т.е. взаимно уравновешивающиеея, должны быть равны и с 
точки зрения динамики, т.е. должны сообщать матернальной точке одннаковое дниже- 
ние. Положим, что на материальную точку; И (фиг. 5) дей- 
ствуют в одно время две уравновешивающиеся силы Ри Р'. 
Если бы движения, сообщаемые точке И этимн енлами, не’ 
быши одинаковы, то сложное движение не могио „бы соответ- 
отвовать покою. , . 
Шз третьего основного закона механики вытекает след- 
ствие, лежащее в основании правнла перенесения точки при- 
Фиг. 5. ложення сил в статике твердого тела. Если мы. имеем две 
мачериальныя точки В в 8' (фиг. 6), неизменно соединенные, 
т оне будут находиться в равновесни под действием сиг Р.н Р', равных между собою 
н направленных в противоположные стороны. Связи мы можем заменить силами; пред- 
Положив, что точки не связаны, но действуют друг на друга с силами @'н ©’, кото- 
рые по третьему закоиу должны быть рев- 


. 


Р 


в ------- в ны 9=9. 
Р 8 9’ В’ Положим Р>>!0, тогда Р'>> 9 в этом 
‚ Фиг. 6. случае точки расходились бы. Если предпо- 


шожни, что Р< ©, что обусловливает дру- 
тое неравенство Р'< 0’, то в этом и аучае Ян 8 сходились бы. Но так как расстояние 
между точками, согласно условию, ие может меняться, то необходимо, чтобы было 
Р=09нР'=0’, воледотвие чего силы, действующие на ту или другую точку, урав- 

‚ новепиваются, н. система будет находиться. в равновесни. 


8 2. Действие постоянной силы на материальную точку. 

- [. Теорема. Сила, постоянная по величине. и направлению, сообщает материаль- 
ной точке, не имеющей скорости или обладающей ею то направлению силы, прямо- 
линейное ‘и равномерно-переменное двиоюение. ` 

Что движение будет прямолинейное, вытекает из понятия о постоянстве направления 
силы. Докажем, что это движение будет равзомерно-переменное. 

Пусть движение совершвется но оси 0х и пусть закон движения выражается ура- 
внением х==/(). Положим, что в рассматриваемый моментй сила перестала действовать; 
тогда в следующий за этим моментом бесконечио. излый ‘промежуток времени т движе- 
ние проиеходнло бы по закону ннерции со скоростью 


=Ро-®, 


т.е, с0 скоростью, которую имела материальная точка в момент преращения действия 
силы. Но на самом деле снла не прекратила своего действия; Веледетвие этого по второму 
вакону, для иахождения скорости в момент {| т, нужно кинематически приложить в имею- 
щейся по ннерции скорости {*(#) скорость, сообщенную силой ва этот нромежуток времени. т. 

Пуеть сила и материальная точка таковы, что в бесконечно малый промежутов 
времени т сила могла прибавить данной точке скоровть 4. Предел отиошений 42 вт 
н есть д,— ускорение, сообщаемое точке данной синой: 
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Величина 9 не вавизит от т, Но вполне зависит от величивы силы и 0? материальной 
точки. Для бесконечно-малого времени т имеем: 


РГ 
я =9ь 


или ` 
дот в) = дет, 


тде = обращается в нуль вместе с т. Следовалельно, по сказанному выше, скорость дви- 
жения нашей изтериальной точки в момент (#-|-1) выразится так: 


= Г = Роя. 


Эта же скорость может быть представлена в виде [Р&-{-т), поэтому получаем соот- 
ношение: ` 


РЕНО ЕРО-я =. 


Разлагая первую часть в ряд по строке Тейлора, имеем; 


РОО РОТЕ" = Ро-яче, 


Сокращая на {’(}) и деля на =, получим: 


Р-Етя/"Ф-.ла 


. 
Предполагая, что т стремится к нулю, имеем г==0; следовательно: 


Р0=у 


величнна при постоянной силе, не зависящая от времени, а только от силы и материаль- 
ной точки, Найдениое уравненне можно написать так: 


4% _4& 


- "@=щж=щ= 
наи: 
42=94. 
Интегрируя это выражение, получаем: 
э=я- с 


тде С есть некоторая постоянная величина. Если {=0, то скорость 9==%,, так что 

С=з, и, следовалельно, °. 
Я: 

"=щ= Я. 

Для определения пройденного пространства имеем дифференииальное уравнение: 


= 94 
интетрируя, получим: 


в 
2=щ1-8--- С. 


— 91 — 


Если при {==0, 2=0, то (С, также равно нулю. Такии образом, попучаем окончатель- 
ное выражение для скорости и пространства при движении под действием постоан- 


ной силы: . 
Я "еее 8 @) 


ве лееаньье 


Эти уравнения покавывают, что искомое движение есть движение равномерно-пер е- 
менное; оно будет ускоренное или замедленное, смотря по знаку д, ` 

Теорема 2. Дее поетоянные симы сообщают одной и той гие анториольнй 
точке равномерно-ускоренные деижения, уекорения которых пропорциональны величи- 
нам вил. 

Пусть на некоторую материзльную точку действуют поровнь силы Ри Р,: пусть 
силы соизмерины и общая мера их р, так что Р обетоит ив и таких сил р, а Р—. 
из и, т.-е. . 


Р-р, Р, = р. 
ели силы несоизмеримы, то всегда можно выбрать р настолько малым, чтобы, 


ноложив 
Р—п=о и Р—пр=ь 


величину = сделать менее всякой даниой величины. усть на точку действует сила р, 
и сообщает ей равномерно-ускоренное движение с ускорением #. "Тогда путь, пройден - 
ный точкой от действия еилы р за время $, выразится так: 


ели: бы действовали две силы р, тю по второму вакону пройденный путь был бы 
равен: 


у 
Рассуждая подобным же образом, найдем, ‚ тто путь, пройденный от действия сплы Р., 


будет: 


Сравнивая эти формулы ‘© обычной формулой равномерно ‘ускоренного движения 


= 
=, 


найдем, что ускорения, вызванные силами Р п Р,, будут. 


= и ий. 
Отсюда находим, что 


Прежде мы имели: 


= 
. Р, 
поэтому 
или 
Р_Р, 
Е = 60154., 
9 9 


следовательно, для одной и той же точки отношение силы в соответствующему ускоре- 
нию есть величина постоянная. Эта величина присуща самому телу, характеризуя его; 
она, как увидим далее, может быть прнията за маесу тела. 


$ 3. 0 массе. Массою тела называется количество материи, в нем ‘заключающееся, 

Две материальные точки имеют одннаковые массы, если от одной и той же силы 
получают одинаковые ускорения. 

Теорема, За меру массы малнериальной точки можно принять отношение силы 
к ускорению, которое сообщаен сила мелиериальной точке. 

Пуеть имеем две материальные точки А и В с разными массами и пусть А состоит 
из п масс, равных каждая в отдельности массе точки 6, а 8—из и, таках же масс. 
Пусть под действием силы р. материальная точка 6 получает равкомерно-ускоренное 
движение *е уекорением #. Посмотрим, какие движения получат точки А н В, если на 
точку А будет действовать сила @, равная яр, а ка точку В—вила ©, = и:р. 

Силу О мы можем разделить на и спл, равных р, и пусть наждая такая сила р 
приложена в каждой из и точек И (предположии, что матерпя точки А разделена на 
2 точек). Каждая сила р двигала бы свою точку с ускорением, равных 4. Следовательно, 
точка А под действием силы © будет двигаться с ускорениеи #. 

Так как, по заданию, 


и’также относятся между собою массы # и т, точек И и 8: 


т _ п масс точки 6 2, 
э, п; масс точки точки 6 — 


9_п 
© 


Разделим числителя и знаменателя первой дроби ка #, получим: 


то можно написать 


Пуеть теперь материальная точка А находится под действием силы Р и получает 
ускорение 9, а материальная точка В—-под действием силы Г, и получает ускорение у,. 
Так как отношение силы к ускорению для одной и той же точки есть величина по- 


стоднная, то: ` 
ро Рр_0 
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Подставляя в равенство (8’), получим, что . 


Следовательно, массы материальных точек относятся между собою, как постоянное отно- 
шение спл к соответствующим ускорениям. За единицу массы принимают таную мате- 
рвальную точку, которая под действием единицы силы получает ускоревие, равное единице. 
Положим, что 
Р=,а=ьЬ т = 


подставляя эти величнны в последнее равенство, получим: 


три. 
или . . ` 
р . 
трее ее ееееннт 9 


Таким образом, мы видим, что масса материальной точки выражается чизлом, получае- 

мым от деления силы на ускорение, и отсюда заключаем, что сила равна массе, ужно- 

эюениой на ускорение: : 

Р=ту. ее ееенних (4 
'Из сказанного следует, что для определения массы стоит только подействовать на 

тело какой-нибудь силой и определить ускорение, которое при этом получает, тело, Отно- 

щение снлы к ускорению и будет выражать массу. 


Если тела не одинаковы (напр., своей формой, размерами, плотностью), то массы 
их одинаковы, если под действием одинаковых сил, приложенных к их центрам тяжести, 


они получают одинаковые ускорения. 
Надо заметить, что в механике силы измеряются килограмма ми, пространство 


метрами время секунлами. 
Рассмотрим величину, которую обыкновенно принимают в механике за единицу 
массы. Не трудно показать определение массы по весу тела. Известно, что все тяве- 


т 
лые тела падают в пустоте от притяжения земли с ускорением, равны м 9,8 ся.) Во- 


образим себе какое-нибудь тело весом в #0, падающее нод действием своего веса; 
тогда, чтобы узнать, сколько в нем единиц массы, надо, согласно форм. (4), вес его @ 
равделить на 9=9,8, и мы подучим. . 
[ел 
уе кьенх. 6) 


мех 


Ш 
8 
366 ъ 


1) Ускорение свободно падающего Тез различно в различных точках земной поверхности, при чем 
уменьшается от полюсов к экватору (вскедствие сферонхальной формы Земли и вв вращения) и с поднятием 
ив высоту (ролодетвао удвяевия от центре Земли). ибо значение ва уровне моря оно имеет из полю- 

= =9,78 5 
вах д а 3, Наименьшее 1% экваторе 9% ==, 2 

общририваной мерой окороиая онзы тяжести является величина его на уровне моря пох широтой Па 


р 
рьжа (487627), равивя 9,81 2%. 


Мы, ради краткости, пришимием его роввым 9,8 2. 
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Таким образом, для определения массы по весу надо вес тела (в килограммах) раз- 


делить на 9,8. 
Из формулы (4) виден размер массы, когда за основные единицы приняты: ила (19), 


пространство (2) и время (366). Мы имеем; 


отсюда получам 


равм; [Р] == [#9', ви°, 5ес*], 


разм. [9] = бе", т, 362” 2]; 


разм. [*] ==[89", 71, зе]. 


Таким образом, масса является первою измерения относительно силы, минус иврвою 
озпносиятельно пути и второзо относительно времени. 


В физике принята так называемая абсолютная система мер, в которой за оснбв- 


ные единицы принимаются масса (тамм), длина (сантиметр) и время (сенунда). Таким 
образом, сила притяжения земли на массу в 1 грамм, т.-е. вес этой масеы равен грамм— 


массе, умноженной на ускорение силы тяжести, равной эле. За единицу силы при- 


нимается дина — сила, дающая маосе в 1 грамм ускорение, ь равное одному сантиметру 
в секунду. Один грамы веса равен 981 дине, При тавой системе сиха имеет следующий 


равмер: так как 


то 


^  Р=, 


` ` равм. [Р]==[97\, сти, вес“. 


Ири помощи вышеизложенных соображений могут быть решаемы различные за- 


дачн, в которых придется пользоваться кинематическими формулами о равномерно-пере- 


менном движении. 
Задати могут быть двух родов: в одних спраптивается кинематическая величина, а 


в других динамическая. Задачи: первого рода надо начинать с формул: 


и из них определять искомую кинематическую величину. 
Если задачи второго рода, то надо начинать с кинематических формул и из них 


Р=тд,... 


к 


ен .... 4 
чеку ное (6) 
кинематическим формулам: 

ан. 0. 
еее на @) 


определять у, а потом переходить к динамическим формулам (2) и (5), из которых опре- 
деляется искомая динамическая величика. 


Для примера решим несколько задач. . 
Задача 1. Постоянная сила, равная 2 д, действует на тело, вес которого равен 


19,6 #9. Спрашивается, кавую скороеть будет иметь тело по прошествии 5 5ес, если 
начальная скорость равна нулю? 


—%— 


Ускоренне тела найдется из уравнения (4): 


масса ше его определяется по формуле {5): 


. 19,6 #49 .зес? 
Е = 2 ; 
т 9,8 т’ 


подставляя в формулу (а) значение для #, будем иметь: 


т В 
32? 


отеюда, полагая в фориуле (1) начальную скорость %, =0, найдем искомую вкорсоть 


от, 
3ес 


Задача 2. Сила в два килограмма действует на тело, вес которого равен 29,4 #9, 
т 
в направлении, противоположном начальной скорости тела, которая равна 100 зас Опре- 


делвть скорость тела по прошествии трех секунд?. 
По формуле (1} пры отрицательном ускореиии найдем: 


ф= 100 — 34. 


Ускорение определится из фориулы (4), в которую следует подетавить 


отсюда находим * 


.& скорость 


®=100—3. В. 
3ес 


Задача 3. Какую силу надо употребить длн того, чтобы сообщить телу весом в 29,4 #9 
Е 
в продолжение 10 ее скороеть в 100? . 


Подставляя данные в формулу (1) при %, =0: 


я 
Масса тела, по предыдущей задаче, равна 89-я : 866 -. 
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т 


вс нужно приложить в нему силу 


Поэтому, чтобы сообщить ему ускорение 10 


4.6“ 10 


В . 
РЗ д 80 


Задача, 4. Тело весом 29,4 Кд имеет скорость, равную 100 ё. Какую силу надо 
употребить, чтобы остановить тело в течение 10 5ес? 

Эта задача, обратная предыдущей, имеет те же численные значения заданных ве- 
личин, и потому ответ можно дать, ве решая ее. Сила нужна в'30 #0. Подробное же 
решение задачи получится в таком виде: по формуле (1) определяем нужное‘ ускорение 
(отрицательное) 


. т 
0100 —4.10, 9-10 я. 
Масса тела, по формуле (5), будет: 
20300 


— 29,4 _ 
туз 3 т 


Отсюда потребная для остановки сила найдется, подставив данные в формулу (4): 
| Р=ту=3.10 = 30 9. 


Задача 5. Сила в 5 #д действует на тело неизвестной массы, движущееся с на- 


т г. 
чальной скоростью, равной 20 ес по ‘направлению силы. Через 8 3ес скорость тела 
т з . 
равняетея 100. Определить массу тела? 


По формуле (1) ‘имеем: 
100=20- 9.8, 


откуда находим ускорение, с которым двигается тело: 
. 90, 


Тав как сила равна 5 #0, то по формуле (4) нахолим массу тела: 


т— 8 =. 18-807 
, Я м 

откуда вес его“ . 
- 9=1.9,8= 49. 


ы т 
. Задача 6. Определить вес тела, если оно, имея начальную скорость 10 ее под дей- 


ствием силы в 20 #0 ва 5 зес проходит путь, равный 200 21. ° 
По форнуле (2) имеем о 
200 == 10.59.25 50-4 9.55, 
° 2 2’ 
откуда: 


25° 300 т 
п 1 


Масса тела 


откуда вес его 


9=1.9,3 


8 4. Действие переменной силы на материальную точку. Положим теперь, что на ма- 
териальную точку действует сила Р, переменная по величине, ко постоянная по на- 
правлению. Докажем, что выведенная формула Р==1ну справедлива также и в этом об- 
щем случае, Очевидно, что, если наша материальная точка находится в покое и если 
на нее подействует сита Р, то произойдет двпженле нрямолинейноэ, так как сила с0- 
общает точке скорость по своему направлению, — направление ще силы Р постоянно. 
Отеюда заключаен, что двинение нашей материальной точки буд совершаться по 
закону: 


#=Г0. 


Будем рассматривать момент временп { и другой, весьма близкий к нему (#-|-®). В’ мо- 
мент { сила, действующая на материальную точку, есть Р; пусть в момент (1+ т} сила 
будет уже не Р, а некоторая другая, @,‘так как, по условию задачи, сила перемениа 
по величине. 

Положим, что @>Р. Если бы в момент # сила перестала действовать, то точка 
отала бы двигаться по инерции с тою скоростью, какую бы бна имела в момент пре- 
хращения действия силы, т.-е, со скоростью 


=") 


Жоли 6) алее, в промежуток времени т сила не изменялась, то ускорение, сообщае- 
д , . ускор. 0 т 


Е 
мое. ею, равнялось бы ›„. Умножив ‚на т, мы получили бы приращение ‘скорости за 


Р 
время т; это приращение было бы ‘равно т.т, Е вся скорость в конце времени =) 
равнялась бы: _ ‘ 


еее: 


Но, записав такой результат, мы сделани бы ощибку, так как в конве промежутна 
времени т сила ‚оказывается равной уже не Р, а ©, т.-е. к концу промежутка времени 
т сила возросла на @— Р, так что, если бы мы приняли, что в течение промежутка, 
времени т действовала вся сила 4, то к скорости (2) надо было бы прибавить еше 
член 

. 0—Р 
еее еее) 


Для получения истинной скорости мы прибавим не все количество (В) а лишь часть его 


Жуковекий. Теоретическая механика, Выц, 1. . т 
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тде о<=<.Еи может быть выбрано, емотря по надобности. Таким. образом, скорость 
в конце промэжутка времени ({-|-г), т.е. }’(--т), выравитея. так: 


ГЕ 


т 


=. ....:.... 8 


Разлагая формулу (у) в ряд по строже Тейлора, получим: 


по РОГ. ......, 


т” т® 


Сокращая, получим: 


2..9-Р_ 


2 р 


РО" 0 


Переходя в пределу, т.е. полагая т =0, и замечая, что в пределе @ обращается в Р 
л (9—Р) в нуль, будем иметь возможность написать: 
РР» 
пе’ =у 
откуда 


Р=т/" (= а я), 


ель нь + 9) 
что и требовалось доказать: | 


Остается рассмотреть случай криволинейного движения п узнать, накове будет при 
этом связь между силой и полным ускорением. 

Жриволинейное движение пмеет место всякий раз, когда на материальную точку 
действует сила, величный и направление которой с течением времени. изменяются, или 
когда направление начальной скорости не совпадает 
с направлением силы. 

Положим, что материйльная точка движется по ° 
траектории СВ (фиг. 7). Если бы сила в рассматри- 
ваемый момент времени перестела действовать, ‘то 
материальная точка стала бы двигаться равномерно . 
по направлению касательной 04, ко так как сила 
‘продолжает действовать, то получится движение 
сложкое, состоящее из движения, сообщаемого си- 
лой, и из движения ио инерции. Пусть сила наира- 
злена по ЯВ. Это направление и величина силы 
мотут быть раосматриваены в бесковечно-малое время, как постоянные; поэтому сила 


А 


Фиг. 7. 


Р 
сообщает точке равномерно-ускоренное движение по линии ОВ с ускорением =. — это 
видно из формулы (5), откуда следует, что 


Р 
т. 


3 


Движение точки сложится из этого равномерноускорекного движения и из равно- 
мерного движения, которое происходит (на основании второго основного закона меха - 
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ники) от движения но инерции; поэтому полное ускорение сложитея геометрически из 
ускорения равномерно-ускоренного движения, которое равно ы и из ускорения равно- 
мерного двищенвя, которое равно нулю. Оченидно, что это поиное ускорение сложного 


Р ` . 
движения будет направлено по линии 08 и равно РУ Обозначив его через 7, получим 


‚_Ё 
7 в 


т.-е. теорему: во всяком криволинейном двииении двизеущая сила направлена по пол- 
ному ускорению и равна произввденио массы а полное“ ускорение: 


Р=т неее не . 6) 


$ 5. `Равнодействующая сила. В статике равнодействующей силой мы называем 

ту силу, которая уравновешивает несколько сил, будучи взята в `прямопротивопо- 
ложную сторону. В динамике же равнодействую- 
шею называют силу, производящую то зе дей- 
ствие, какое производят несколько сил. На 
основанни второго закона механики равнодей- 
ствующая с точки врения динамики есть также 
равнодействующая и с точки зрения статики. 
Дадим о динамическое доказательство сложения 
сил, ‘действующих на одну материальную точнр. 
Положны, что на материальную точку Я (фиг. 8) 
действуют три силы: Р и Р’ стремятся подви- 
нуть точку виразо, каковое направление и при- 
и мем за положительное, а сина Р”-— влево, но 
А” все силы направлены но одной прямой. От си- 


Фиг. 8. лы Р точка нохучит ускорение д 2, где т — 


. Р._, 
масса материальной точки М; от силы Р’— ускорение 9’ = зд В У же сторону, но от 


ы „ 


силы Р” она получит ускорение ти влево. Пространство, нройденное ва время # 
[Я 
от действия первой силы Р, будет равно я =5> 


. из - а 
будет 2, =, и от действия третьей силы Р” будет 2, =”. Называя через х про- 


от действия одной второй силы Р’ 


странство, пройденное от совместного действия дааных сил, равное по второму закону, 
жи --® + ть, получим: 


в р 


Ха ы ла -9) Р.). 


Назвав через В равнодействующую сишу, а Через у, ускорение ею производимое и 
равное д, увидим, что пространство, пройденное от действия вилы Н, будет равно 


7% 


— 100 — 


1 ВЕ 
59% Й или Эт" Но это пространство должно быть равно пространству от совместного 
действия слагаемых сил; поэтому можем написать уравнение: 


ДР 


2т ат 


(Р--Р'— Р") и ВЕРУ РР“. 


Таким образом, получаем теорему: равнодействующая вил, ноправленных по одной пря- 
мой, равна алебраической сумме слевемых вил, 

Теперь обратимся к случаю двух сил, действующих под углом. Ибложим, что 
на точку 0 (фиг. 9), имеющую массу шт, действуют еплы 0/ =Р и 00=0. Пусть 
равнодейетвующая пх есть 08 —=В. От действия 
сплы Р материальной точке сообщается ускорение 


.—Р. путь, пройдениый во время ф, будет 
_1_ 
00 =5й =. 


От действия силы © ускорение, сообщаемое ею точ- 


[е 


ке, будет Е и путь, пройденный от действия 


© во время $ будет; 


1, © 
фиг. 3. Е" — 5 


Таким образом, движение, происшедлиее от совмесгного дейетвия сил Ри © будет со- 
верштаться по ОЕ, ,-е. по диагонали параллелограмиа, поетроениого на путях, пройденных 
от действия данных снл; при этом 0Е будет представлять пространство, пройденное 
равномерно-уекоренным движеилем с некоторым ускореиием 9,’во время , так что 


Называя силу, которая производит то же движение, через В, получим для нее 


В 
=, Та что 


бЕ— 


7 Эт . у 


Ностроив на 0И и 06 параллелограмм, найдем, что он подобен первому, так как 


0 08 06 , ; 
08 0Е’ ОР 
но 
04 Рот 
20—00: 
также найдем, что 
| 00 9 т 


— 191 — 


Взяв пропорцию; . . 
ОА _ 08 _2т. 
90 Е 


найдем, что 
эт`_ ВВ эв ` 
08 = 0Е. о. 

Отсюда следует теорема параллелограмма сил: равнодействующея двут сил, дей- 
сте ующих под зллом, и диналически выражается по величине и направлению диало- 
налио параллелоальи, построению на слоаемых силах. 

Эта теорема была выведена для случая постоянных сил, действующих на покою- 
шуюся точку; но, пользуясь теоремой о сложении ускорений, можно распространить ее- 
на какое утодно движение. _ 

Пусть на материальную точку А (фиг. 10} действуют две силы Ри 9, п пусть 
АВ будет путь, описываемый точкою от действия силы Р и от начальной скороети 
точки, и Аб— путь, описываемый от действия 
силы @. Для получения пути сложного дви- 
жения, изображаемого, положим, кривою. АЙ, 
поступаем по правилам, изложенным в кинема- 
тике. Чтобы найти равнодействующую силу 
данного сложного движения, пользуемен тео- 
ремой о сложении ускорений движения при по- 
ступательном движении траектории. Действи- 
тельно, положим, что 1, = Ё есть ускореиие 
движения, направленного по АВ и сообщаемого 
силой Р, а ускорение в движении 10 Аб, 
сообщаемое силой @, пусть будет д = 1; 
тогда ускорение 7 в сложном движении по АВ 
выразится диагональю  пзраляелеграмма АР. 

Ностропы паралхелограмы АЁЕКТ, подобный параллелограмиу ДЁРИ, но больший его 
в 1 раз, тде и — масса точки. Тогда 


АТ #1), = ©. 
Что же касается до ИК, то назвав через Л силу, могущую сообщать ускорение 7, най- 
дем, что 

АК = 7) = В. 


Таким образом, теорема доказана, . 
Так как полное ускорение 7 равняется: 


Иа + у 
у ф ®/’ 
что извостно 13 кинематики,”и так как мы нашии, что Р 
получим для силы Р такое выражение: 


т), то, сделав подетановку, 


тде` 


веть проекция еплы на касательную, а^ 


т? 
— = Рь 
$ 
веть проекция сплы на нормаль; спла Р, называется центробтремительной, 
з сида Р,-тангенциальной составляющими действующей солы. 


$ 6. Дифференциальные движения свободной материальной точки. Положны, что свобод- 
ная материальная точка М (фиг. 11) 
под действием силы Р описывает не- 
которую ‘криволинейную траекторию, 
отнесенную к прямоугольным осям 
координат луг. Есди масса этой точ- 
ки т, а ускорение, полученное от дей- 
ствйя силы Р, есть 1, то связь между 
силой, ускорением и массой выравится 
известной формулой: 


-ьз) 


Р=т,......®) 


при .чем сила Р будет направлена ло 
полному ускорению 7 Назовем через 
в, Виу углы, которые полное уско- 
рение, а следовательно и сила, обра- 
зует с осями координат, 

Если теперь помножим уравне- 
ние (6) последовательно на 03а, с058 и 6089, то получим три соотношения: 


Фаг- 11. 


Реоза = 77 соза, 
РеозВ = т) созв, еее ньныя +) 
Р с0$7 = ту 087; ] 
но 
Рсова =, 
Ресзв = У, 
Реозу = 2; 
это— проекции или составляющие компоненты данной силы по осям координат “0, 0). 


ий 02, которые мы обозначим через Х, У. п 2. Что же касается 7605а, то легко видеть, 
что это есть проекция полного ускорения на ось 9», так что 


96050 — пр. ==? 
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точно Также, по аналогии для, осей буи 02 будем иметь; 


1е0зв = пр,/= ра 
. Фет 
76087 — ПР. 7 — па", 


Подставляя найденные величины в формулу (7), получим: 
2 


; 67 
5=т а’ 


22 ........ 


И=т 78 


7--т@ 
а 


Эти три уравнения называются дифференииальными уравнениялии двиокения свободной 
материальной точки. С помощью их можно определить двищение, если даны силы Х, 
у и 7, и, наоборот, найти силы, когда известно движение. Последняя задача гораздо 
проще, ибо, если даны уразнения движения 


#=Р (0, 
у=Ё 0, 
=, 


то определение сил Х, Уи 2 сводится к простому дифференцированию. Наоборот, 
если силы Х, Уи 2 даны, как некоторые функлии координат, а нужно определить 
координаты в функции времени, то отыскание функций 


«=Р 0, 
=, 
2=1,®, , 


сводитея к интегрированию совместных дифференциальных уравнений второго порядка, 
что по большей Части представляет значительные затруднения и может быть выполнено 
лишь в-некоторых случаях, ` 


$ 7. балы инерции. „Переходим к установлению понятия о силах ниерции. Силой 
инерции называют фиктивыую силу, которая по величине равна произведению массы 
материальной точки на полное ускорение, а направлена в сторону, противоположную 
полному ускорению. 

Сила эта вводится искусственно и служит лишь для более удобного формулиро- 
вания многих теорем динамики, особенно в вопросе об относительном движении ио 
движении несвободной материальной точки. . 

Обратив снова внимание на уравнение движения (6), 


Р=т), 
п написав его в внде 


Р-з 


мы можем смотреть на него, как на уравнение равновесия, и выразить его так: ‘если 
остановить свободную материалоную точку в какой-нибудь момент времени и приба- 


— 104 — 


вить к ней, кроме пмеющейся деиокущей силы Р, еще силу пнерции (— 17), то полу- 
чим равновесие. т 

Пусть на материальную точку М (фиг. 12): массы ий действует сила Р, сообщая 
ей ускорение /. Тогда по предыдущему мы имеем: 


Р= т) = У +) - (" >) 


Ив последнего уравнения видим, что сила Р слагается геометрически из двух перпенди- 


я а я 
кудярных друг в другу спа" и т. Замечая, что” есть ускорение центростре- 
р 


[2 
мительное, а г тангенциальное, ны соответотвенио этому и самые силы назовем: 
. 2? 
Р, т), =тт 


силой центростростремительной и 


Р=и, т к 


[2 
р 
силой тангенциальной. 

Такое разложение сил часто употреблял 
Эйлер в своем курсе механики (Геопага 
- ЕщЩег. Месвашюса, зе шов зоейЫа апа|у- 

Ыее ехрозНа. Ребор. 1736. ° 

Если отложим. силу инерции © (фиг. 

12), которая равна по абсолютной величине 

2), но направлена в обратную сторону (считая направление силы Р положительным), 


Фиг. 12. 


[2 
то заметим, что ве также можно разложить по касательной и нормали на силы (- т г) 


и 
и (—»*.)- Первая называется тазенциальною силою инерции и направлена в сто- 


рону, обратную той, куда скорость возрастает; вторая называется цеиробеоюной силой 
инерции и направлена по главной нормали от центра кривизны. 

Являясь составляющею фиктивной силой инерции, центробежная сила есть сила 
фиктивная; она должна быть присоединена к материальной точке, если мы хотим рас- 
сматривать вопрос о ее движении, как задачу об относительном равновесии точки. Но 
в некоторых вопросах пентробежная сила является и как некоторая действительная 
свла, например, в вопросах 0б определении давления движущегося тела на препятствия, 
стесняющие его движение. Мы будем считать тогда центробежную силу приложенной 
не к материальной точке, а к тем телам, которые задерживают точку на ее траекто- 
рии— взгляд покойного профессора Столетова. Если, например, некоторый шарик И 
(фиг. 18) движется по цилиндрическому своду, описывая круг, то на него действует 
сила Р давления свода, которая для шарика есть сила центростремнтельная, Но по тре- 
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тьему закону динамики шарие М сам давит на 
евод с такою же силой М, равной силе Р. 
Эта сила № для шарика будет центробеж- 
ной силой инерции, и можно сказать, что 
свод находится под действием этой силы. 
Примером такого движения, когда дви- 
Жущееся тело ‘центробежной силой инернии 
прижимается кверху, может служить извест- 
°ная игрушка, где тяжелая коляска, обегая 
Фиг. 13. по рельсам с некоторой высоты й и тем при- 
обретая большую скорость, описывает ва- 
тем круг в вертикальной плоскости, все время прижимаясь к рельсам центробежной си- 
лой (фиг. 14). Чтобы это было возможно, необходимо, чтобы в верхней т точке кругового 


пути центробежная с сила , ` 


; э 
—®,=—т>. 


{где ” есть радиус круга), направлениал кверху, превосходила снлу веса коляски 
.Р==ищ, направленную книзу. Отсюда вндно, что скорость тележки должна удовлетво- 


рить неравенотву: 
>19, 


тде 9 ускорение силы тяжестн. Далее ‘будет доказано, что воли движение происходит 
без сопротивления, то скорость коляски в 
верхней точке круга выразилась бы формулой: 


УЕ, и 


{скорость, приобретаемая материальной точ- 
кой, зависит только от разности между 
высотами начальной и данной точек пути 
и вовсе не зависит от формы траектории, 
по которой движетея точка). Таким ‘обра- 
зом, получаем 


39 ®—2т) >, 


откуда находим, что 


Ву, ®> 8», 


т.-е. исходная точка пути должна возвышалься над верхней точной круга по’ крайней 
мере на половину радиуса последнего, На деле, вопедотвие вогречающихся сопротивле- 
ний и для надежноети, высота # должна быть гораздо больше. Обычно ее ‘делают рав- 
ной приблизительно двум диаметрам круга. - 

Иногда подобные игрушки осуществляют в большом размере, и ога ка них со- 
зершают эмертвые петли“ велосипедисты. 

`` | ° В 

$38. ` двинейне тела по вертинальному направлению. На тело, брошенное по вертикаль- 
ному направлению снизу вверх, будет действовать постоянная сита тяжести, которая, 
будучи приложена отдельно, сообщает хелу равномерно ускоренное движение, направ- 
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зенное вниз; кроме того, тело будет двигаться по инерции снизу вверх, веледетвие со- 
общенной еыу в начальный момент скорости. Тогда, на основании второго закона дина- 
мики, оба движения сложатся, п мы получим следующие формулы, характеризующие 


сложное движение: . 
=%— 9, 


тде х есть скорость, з— пространство, пройденное в сложном движении, 1, — начальная 


ы 


скорость, у— ускорение силы’ тяжести, равное, как известно, 9,8 ‚а { — время. 


Из первой формулы можно определить время, в которое тело поднимается на на- 
ибольшую высоту; при этом конечная скорость 2=0, а следовательно: 


. м — 01 =0, 
откуда 

ое 
Введя эту последнюю величину во вторую формулу, получим величину, выражающую 
наибольший путь, пли, иначе, наибольшую высоту поднятия тела: 
ре 


=. 
39 


Вниз тело будет падать от действия силы тяжести равномерно ускоренно и еко- 
рость, с которою оно упадет на место подъема, определится по формуле: 


И. т 
4 -И»= Изо 


Значит при падении обратно в точку, откуда тело было брошено вверх, оно приобре- 
тает ту самую скорость, с которою было брошено вверх. 

' Заметим, что при выводе вышенапи- 
санных формул мы не принимали во вни- 
мание сопротивления воздуха. ` 


У 
| 


$ 9. Движения тела, брошенного под 

углом к горизонту. Положим, что тело бро- 

шено из 0 (фиг. 15) с начальной ско- 

} . ы ростью 9, образующею в горизонтом 

пех в угол я. Возьмем оси координат, имеющие 

у начало в том положении движущейся 

точки, из которого ее бросили, и раепо- 

ложным их так, чтобы ось Ох была гори: 

зонтальна, ось бу зертикальна, & плоскость лу проходила через направлейие начальной 

скорости $. . 

Равложим скорость ®, на составляющие по осям координат. Они будут равны 

2,605 % для оси 0х и з5та для ови ду. . 
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о . 
Если бы на материальную точку сила тяжести не действовала и скорость за 
была равна кулю, то точка двигалаевь бы по оси Ох равномерно со скоростью 


9608 9. 


С другой стороны, воли бы действовала лишь одна сила тяжести, а скорость 9, 
равнялась нулю, то точка двигалась бы по оси бу равномерно-замедленно © ускорением 
{— 9), где д есть ускорение силы тяжести, так что мы имели бы 


ея — 06. 
Нространства, пройденные в подобных движениях, выразились бы так: 
= 0.6089 еее ин. (9) 


| д“ 
й уз, 9 еее + 0) 


Скорость точки во всяком месте пути получится, если сложить скорости по осям 0х п 
бу, так что скорость точки выразитен вообше формулой: 


ии, 


или, подставляя вместо г, и 0, их величины, формулой: 


ое, 60919 (тозвея — 04)? = ор 60532 о? эй — Зе ата. = 


и 
5) 


Эрота. ЕР 


29 (дозта 1", — 209. 


Следовательно во всех точках, лежащих на одичаковой высоте (где у одинаковые), тело 
имеет одинаковую скорбетв $, 

Теперь определим путь} по которому будет двигаться точка. Для этого из уравне- 
ния: Х=4 604 а.ф определим время # 


: - 


9,6032 
и подотавим это выражение в формулу (10): 
9,58 2? 
у= ро да .... 08 
ы 4,6082 25. соа ы 00 


Это есть уравнение второй степени относительно 2; следовательно, путь точки пред- 
ставляет собою кривую второго порядка. Для определения вида кривой составим вы- 


ражение: : 
В—4АС, 


тде А, Ви С’суть коэффициенты уравнения кривых второго порядка в общем виде. 
В уравнении (11} коэффициент при 2? есть 


к 


2. 6088 * 


Таким 


коэффициенты же Ви С равны 0, потому что в нем нет членов с зу иси 


образом, находим: 
В —4А0=0, 
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что имеет место для параболы, Следовательно, тело, брошенное под уллоль к зоризонтиу, 
будет двзалньея по нарадоле. 

окажем теперь, что парабола эта имеет осью линию, параллельную оси бу, и вай. 
дем положение ее вершины 0, координаты ‘которой пусть будута и 6. Для этого пере- 
несем начало координат в точку 0, при чем направление новых осей оставим прежним 
(параллельным старым), а направление оси 0у' возьмем вниз. В таком случае формулы 
для перехода от старой системы осей координат к нозой будут таковы: 


х=а-а; у=Ь- у. 


Подетавляя эти равенства в уравнение (11), найдем: 
` 


9 


ед -ада 


у) = а 


3.76058 Зы, воза“ 
@9 Е 
а9е— На (их ыы = . 
у 005? а 1 м Физсозта Зоо 


Выберем координаты @ и Ъ так, чтобы постоянные члены и коэффициент при 2’ обра- 
тились в нули; для этого необходимо, чтобы ' 


отбода находим: 


$ <: 
== бына с = а, и... . + (12) 
9 29 
а, 9 о ге 
81а — 5 За = ЗИМЫ. еее + (43) 
29 59 


При таких величинах @ иф получим уравнение траектории в виде: 


9 
9 а 
у 2 со а”? 
или. 
30? 605? 4 
9 


Из этого уравнения уже ясно видно, что траектория есть парабола; оеъ которой напра- 
злена по оси Ду’, т.-е. параллельно оси Ду, и что параметр ее 


Отверотием эта парабола обращена в полсжительную сторону оси ду’ или в отрицатель- 
вую отноентельно оси 09; из того же уравнения видно, что точка 0 (а, $) есть дей- 
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ствительно, вершина параболы (получилось уравнение, отнееенное к вершине пара- 
болы). 

Формула (13) показывает, что при одной и той же начальной скорости 9, матери- 
альная точка поднимется на наибольшую высоту при а == 90°, так как при этом зна- 
чении угла & количество зйзя получит нанбольшую величину, равкуто единице. Наи- 
большая высота подъема будет; 


еее. + (4) 


Чтобы опредевить место точки 8, в которую упадет материальная точка в конце 
движения (полатая местность горизонтальной), заметим, что 


3: 39, 
- 9 


Отсюда видно, что наибольшее расстояние по горизоитальному направлению, т.-е. 08„,., 
будет при 2а= 90°, или а = 45‘; следовательно, 

9? 
т о 


уе еее + (15) 


Формула (14) дает нам высоту, на которую подниметея тело, брошенное по вер- 
тикальному направлению с начальной скоростью 9,. Формула (15) показывает, что по 
горизонту тело залетает на расстояние, вявое большее; при этом оно поднимается вверх 
на высоту, равную половине нанбольшей высоты подъема при данной скорости; дей- 
ствительно, 


/8 1 
2 
отетода, 

Ь 


$ 10. Работа силы. Когда точка приложения силы перемещается, то говорят, что 
сила производит работу. Еели же на тело действует сила п точка ее приложения непо- 
двишна, то говорят, что сила не производит никакой работы. Создание таких условий, 
при которых точка приложения силы может переметаться по направлению действия 
силы, называется запасом работы. Этот запас работы называетея потенциальной 
энерией. 

Рассмотрим работу, когда сила постоянна. Величина работы в этом случае опре- 
деляется из следующих основных свойств ея: 

1) Ебщи пройденные пути оданаковы, то работа пропорциональна дейетвующим 
силам. 

2) Если сплы одинаковы, то работы, ими произведенные, пропорциональны прой- 
денным путям. 

8) Если сила действует под углом, то ее разлатают по направлению пути и по 
нормали к нему; последняя составляющая (по нормали к’пути) работы не производит п 
вея работа равна ряботе слагалощей, напразленной по пути. 

4) Когда сила направлена по напразлению движения, то работа положительна; если 
же в сторону, противоположную движению, то работа отрицательна. 
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Положим, что имеем силу Р, точка приложения которой проходит путь 3, и силу 
Р’, точка приложения которой проходит путь $'. Вообразим теперь снлу, равную Р’, 
точка приложения которой проходит путь $. Работу в первом случае назовем через’ Т, 
во втором через Т’ и в третьем — через 7”, т.-е. 


Т работа силы Р на пути $, 


Сравнивая первый случай с третьим, найдем, по указанному положению первому, сле- 


дуютщую пропорцию: 
Тт_Р 


Сравнивая второй случай с третьим, получны, по второму определению, пропордию: 


т" 


зе = 


Перемножив эти пропорции, получим: 


Положим теперь, что Р'=1 и 5'=1, и условимся для этого случая принимать Т’= 1, 
т.е. будем считать за единицу работы работу, совершаемую единицей силы на единице 
пройденного пути; тогда будем иметь: 


Т_Р. 
71 

или ` 
ТЕР. еее тье (8) 


Итак, работа постоянной силы, направленной по движению точки ее приложе- 
ния, равна произведению вилы на пройденное пространство. 

Из формулы (16) ераву виден и размер работы: она первого измерения относи- 
тельно силы, первого относительно пути и нулевого относительно времени 


разм. [71 -= (21, 51, 6]. | 


Для измерения работы вилы употребляется особая единица. Так, если силу изме-. 
ряют килограммами (#9), а пространство метрами (2), то единица работы на- 
зывается килограммометром. Если сиху измеряют пудами, а пройденный путь — 
футами, то единица работы в-этом случае‘ называется ` пудофутом. В абсолютной 
системе мёр работу измеряют дин-сантнметрами или эрами, Единица работы, равная 
107 эргов, называется дэеоулел (электрическая единица работы). Один килограммометр 
равен 9,81.10” эргов =9,81 джоулей. Один нудофут равняется 5 килограммометрам. . 

Если двигатель производит работу в течение продолжительного времени, например, 
нескольних часов, то для характеристийи силы (мощноти) двигателя определяют работу, кото- 
рую он производит каждую секунду, и здесь за единиду работы принимают работу, 
равную 15 пудофутам или 75 килограммометрам в секунду, называя ее ра: 
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ботой лошади, Двигатель же, дающий работу № лошадей, называется двигателем в № 
лощадиных сил. Ихак, лотадиной силой цазывают источиит работы, выделлющий в 
каждую секунду ТБ килофаммометров (или 15 пудо- 
футов работы). Секукдная работа называется м0%- 
ностью. Электрическая единица работы--един джоуль 
в секунду-называется уитом. Одна лошадиная ‘сила 
равна 9,81.75 =736 уахтам. 

Рассмотрим теперь случай, когда постоянная си- 
ла Р обравует с направлением движения точкн. ее при- 
ложения некоторый угол а (фиг. 16). Пусть путь, прой- 
дениый при этом, будет 5. Чтобы определить работу, 
разлагаем силу ка две силы ) и №. Тогда по третьему 
свойству работы заключаем, что работа силы Р будет 
равна работе слагающей силы ©. Следовательно, ра- 
бота в кастоящем случае выразится так: 


Т=@.+, 


но 
. @—= Рооза, 

поэтому 
Т=Р. 56080, „иене + 41) 


‘т..е. работа зостоянной силы, образующей уюл с направлением пути, равна проекции 
вилы на направление пути, умноженной на величину путь. 

„Необходимо заметить, что определение это есть самое общее, потому что в нем 
заключаются все спучаи работы, а также и зиак величины работы. Дав раболе, как 
математической величине, такое определение, мы могли бы вывести из него все выше- 
изложенные свойства работы: В самом деле, положив в формуле (17), что а =0*, полу- 
чим: Г-Р.з, — уравнение, нам уже известное, Если «=90', то Т==0, так как 
` 60590 —=0; значит, сила, перпендихулярная пу- 
ти, работы не производит. Если а ==130°, 
т Т=—Р.5, т.е. сила, противополовненая 
направлению Овиокення, производит отрица- 
‘зпельную работу. 

П. Положи теперь, чхо сила перемен- 

Фиг. 17. . ка. Чхобы определить в этом случае работу, 

, разделим путь $ на бесконечно-малые части 

(фиг. 17). Тогда можно положить, чфо на пространстве бесконечно-малой части 44$ пути 

величина силы, а также направление ее не изменяются; поэтому работа на пути 45’ 
выразитея так: 


т = Р сова . 45’ 


где а'- угол между направлением силы и направлением пути 43 в течение первого 
промежутка времени; работа на второй бесконечно-малой части пути 


Т' = Р" соза" . 48", 


и т. д. Величины ФТ’, 7", 7" и т, д. называются элемектарными работами. 
Очевидно, что работа вилы на веем пути будет равна сумме элементарных работ 


ТЕР +..... 
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или 
Т= Р' 60а’. 48' | Р"6оза". 43" -|-..= УР 609, 43. 


Переходим к пределу, полагая 45, стремящимся к нулю; получаем: 


. 5 


1 =йт У Рсова . 48 = | Рсоза . @. 
о 


Написанную формулу можео представить графически (фиг. 138). Для этого на оси аб- 
сцисс будем откладывать бесконечно-малые отрезки путей 45, а ка осп ординат — соот- 
ветствующие пы величины проекций спйы на на- 


© правление пути, т,-е. 


Рсозо, Р'ооза’, Р"боза",.,... 


Соединив концы ординат, получим некоторую 
кривую линию #6. Работа силы Р на пути 99 
выразитея площадью 08600, потому что элемен- 
тарные работы выразятся площадями бесконечно. 
малых прямоугольников, вписанных в кривую 26, 
так как в продолжение этого промежутка 48 можво 


ааа 
Фиг. 18. сплу считать постоянной по величине п направле- 


. ни1о. Линия В называется силовой линпей, 

Дадим теперь понятие о средней спле. Средней силой называется такая по- 
стояйная сила, ноторая производит на пути $ ту же работу, какую производит на 
этом же пути переменная спла. Ноли через Я назовем среднюто силу, а через 7 работу 


переменной силы, т0`В.з=Т, откуда 


в-1, 
т-е. средиля. сила равиа работе переменной силы, разделенной на пройденный путь. 
Теорема. Работа равнодейетвующей силы равна сумме работ сил сллающих. 
Пусть на точку М (фиг. 19) действуют си- 
лы: Р, Р., Р,,...Р, и пусть точка их прило- 
жения’ проходит путь ММ’ ==$. Положим, что @, 
4,, @,,... суть углы, образуемые силами с ка- 
правлением пути ММ’, и 2- угол, образуемый за- 
мыкающей стороной (равнодействующей) В с МИ’. 
Тогда на основании теоремы о проекции замы- 
кающёй стороны силового многоугольника, мо- 
нем. написать: 


- Ро Реоза -|- Р, сова, -|- Р.соза, -- Р„бова, = В с084. 


Фиг. 19. Помножив обе части равенства на $, получим; 


= 00 


-- Р, 003, 


Реоза.:--Р, воз. - ЕР, с08а,. 


ли 
УР005а.5=800$2.5. 


Это равенство и доказывает нашу теорему, потому что произведение из проекдин силы 
на пройденный путь и есть работа, 
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Теорема. Рабола силы на длином пути равиа сумме работ па составляющих 
Путя? 

Назовем через а, 2, @,,...@, (фиг. 20) углы, образуемые составтяющимн пу- 
тями с направлением сплы Р и черов Д -- угол *), образуемый силою Р © замыкающею 
` стороною, т.-в. составным путем многоугольника, по- 

строенного на составляющих путях. Тогда, на основа- 
нип теоремы о проекдип замыкающей стороны много- 
угольника, можем написать: 


86087 = 806051, -—- 816082; -- 8: 6089, --...- 8,6082. 


Помножив обе части уравнения ка Р, получим: 


.Рз 6034 = Ра. соя, -- Рз, соя. -|- ...--Р8,608 9, 
Фик. 90. 
что п доказывает тсорему. 

Теорема. Элементарная работа силы па даом путь равна сумме работ ге 
помпоненнов на отрезка, предетавалющих проежции данною пути на оен коор- 
динат. 

Пусть на точку а (фиг. 21) лействуст сила В, разлощенная по осям координат; пусть 
составляющие ее будут Х, У, 2. Далее, пусть точка приложения сплы Е проходит бес- 
вонечпо-малый путь аб = .49, проекцил которого на деп коорданат будут 4х, Чу п 44. 
Тогда называя углы, образуемые направлением 45 с ослыш координат, через а, В чу» 
в угол, образуемый снлою В с направлением пути 45 через 7, будем иметь, на основа- 
пии первой теоремы: 


В 6057. 45 = Х 45 с0за-Р У. 0083 - 2436087. (8) 


Но не трудно заметить, что 45008@ есть 
проскция путп 446 на ось 0х п равна 4; 10. 
ме будет соответственно п для других осей, 
так что 


456054 = 41, 286088 = Чу, 4 с08у == 42. 


Ветавляя найденные выражения в формулу 
(18), получим: ы 


6 0057.4=.Х.454 У.Чу- ИЯ. 42. 


Это равенство п выражаст собою требусмую 
Фиг. 21, теорему. 


$ 11. Живая ‘сила. Между работой силы и скоростями материальной точки в начале 
и конпе движеная существует некоторое соотношенае, которое называется уравне- 
нием жпяых сии. 

и 8010 силою материальной точки называенся произведение массы се на половину 


т 
хвадринна скорости, теле. 


5 


Скачала выведем это уравнение, предполагая, что на свободную материальную 
точку действует некоторая постоянпая скла, направленная поев начальной скорости. 


1) Нь фиг. 20 угод \ очмечев меправизьно. 


” Жуковский, Теоретическая механика, Вып, И, ы 
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Теорема живых вип. Назовем постоянную силу (фиг. 22) через Р, массу точки 
А через т, а начальную скорость через 9,. Движение точки А сложится из движения 

по инерции со скоростью Ф, и равномерно- 
„. ускоренного, сообщенного силою Р. Ускоре- 
ние этого последнего, как известно, будет 


Р 


2. ==. 
Фиг. 2 . 9 т 


Называя скорость по потечении времени # через и, а пройденный путь АВ через 5, 


получим: 
НОВ еее нае (1 
р. 
ВИ еее + +0) 


фт 
Подставляя значение {= --—® из уравнения (1) в уравнение (2), будем иметь: 


Теперь подставим вместо у его значение 


— 0" _ тай -— 0.3) 


2Р ' 


откуда 
Р=— 


Это уравнение дает знаменитую теорему живых вил. 
Теорема. Приращцение эвивой силы па данном. пути равно рабозие действующей 


силы на этом пути. 
Е-ла бы сила дэйствовала в сторону, противоположную скорости ‘0, то ее работа 


Р 
была бы отрицательна, но тогда ускорение 9 было бы тоже отрицательно; 9х. Под- 


ставляя его в нашу формулу, мы нашли бы, что 


пи ЗИ? 


та, 


или 


Если бы начальная скорость движущейся точки была бы равна нулю, т.-е. © =0, 
то живуя сила в какой нибудь момент времени была бы равна работе данной силы, и обратно. 
Определим размер живой силы. Нам известно, что масса — первого измерения 
относительно силы, второго отхосительно времени и минус первого отноеительно про- 


странотна: 
равм. [т] = [йд', 607, и 1]; 
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скорость же первого измерения относительно пространства и минуе первого относительно 
времени: 

разм, [2] = {и зе]; 
поэтому . . : . 


з 
разы. 5] = [55 зе", п . [% вес] =[ 


т.е. живая сила первого измерения относительно сплы, первого же относительно про- 
странства и нулевого относительно времени. 

Термик „живая сила“ введен в механику Лейбницем. Он измерял силу вообще ее 
работою, причем силу, действующую на неподвижную точку, он называл мертвою силою. 
Теперь сила измеряется килограммами, а на живую силу смотрят, нак на, работу, п из- 
меряют ее кплограммометрами, Это следует из того, что, по теореме живых сил, живая 
сила равна работе; в тому же из уравнения (19).видно, что размер живой силы таков 
же, как и размер работы. 

Мы доказали теорему живых сил в предположении, что сила направлена по дви- 
жению н постоянна.по величине. Теперь предположим, что сила направлена по движе- 
нию, но величниа ее перемен на. 

Разделим пройденный путь з на бесконечно-малые части 4$ п предположим,‘ что 
сила остается постоянною на протяжении всякого элемента пути 5 п переменяет свою 
величину только при переходе с одного элемента на другой, Пусть Р,,... Р, будут 
величины силы для различных элементов пути 45...48, 

Далее, назовем через %, начальную скорость, черев ®, — скорость в конце первого 
элемента пути, через и, —скорость в конце второго элемента и т. д. Так как на отдель- 
ных элементах пути 43 сила постоянна, то‘к каждому из них мы можем приложить 
теорему живых опл, так что, называя через 2 массу точки, будем иметь: 


пи, ти, вое |, ... . (9) 


в т? 
Ри = 
1791 8 р 
“ 2 
В, 48, == 79, —_ 9, 
2 
р, рот ая 
и 7 
7,65, 


тде % есть скорость в конце последнего элемента: #9 
венства, вайдем; 


Складывая полученные ра- 


=». 0? а 
2 24 — > Е: 


Так как ХРз представляет собою работу переменной силы на пути $, то теорема 
должна считаться донаваной и для переменной силы, деботвующей по направлению 
движения. 
Перейдем теперь к случаю криволинейного движения, когда сила изменяется и по 
величине, и по направлению. 
5. 
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Цоложим, что движение созерается по какой. нибудь кривой АВ (фиг. 23). Разде- 
лим путь АВ на бесконечно-мальте элементы 448,, 48,,..., 45„, и предположим, что сила, 
двегающая точку, изменяется только в конце каждого элемекта пути; мы, следова- 
тельно, предполагаем ее постоянною на протяжении каждого элемента, 
Цусть Р., Р.,...Р, будут величины сил на.различных элементах пути 8, а @,, @......0„— 
углы, которые элп снлы составляют с направленьями соответствующих элементов пути. 
Начальнутю скорость назовем через ®,, через ©, — скорость в конце первого элемента 


пути, черев ©, скорость в конце второго эле- 
мента в т. д. п, наконец, через о—скорость в 
конце последнего элемента пути. Разложем 
каждую низ спл Р,, Р.,...,Р, на две, — одну, 
направленную по касательной, другую по нор- 
мали к кривой. В случае свободного движения 
последняя пз слагающих изменяет направле- 
ние скорости, но ве влияст на изменение ее 
величины, ноторая завиент только от танхен- 
дпальной сплег. В случае же несвободного дви- 
жения нормальная составляющая уничтожает- 
ся сопротивлением самой траекторив, п дви- 
жение совершается только под действием сла- 
тающей, направленной по касательной к траек- 
торий, т.е. Р,505а, 


Предиолонив, что действие сплы на отдельных элементах пути постоянно, мы мо- 
жен приченить теорему о живых оплах для каждого отдельного промежутка 4, так что, 
называя массу точки через и, найдем ряд уравнений; 


Р, 608 4-е — 


Р.6089. . 08) == 0 — 


.‚ Р,6082,.45,= 


17; Но? 


5 


9, 


2 


100? 
2 


Складывая полученные равенства, найдем: 


= 


$ Р,5084,. 4 
ре ® ® 


#=и . “ 
Так как кл Р,6087,..45, представляет работу переменной силы на данном криволинейном 


пути, то теорема должна считаться доказанной п для этого последнего случая. 
Итак, во всяком движении будем иметь; 


70? зто 
Ты. 
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Эта формула показывает, что, если работа Т` положительна, т.е. Т>6, то 


ав ани 
= а» или 99, 
и живая сила в конце движения больше, чем в начале. В этом случае работа идет 
на приращение живой силы. 
Когда Т<0, 10 

это т? 

> <-5 ‚ ви «в, 
т.-е. живая сила в конце движения в этом случае менее живой силы в начале движе- 
ния,—в этом случае живая сила идет на образование запаса работы и 
на преодоление сопротивлений. 


0 той 
Наконец, если ?=0, то — 5 Или Ф-—9%, и живая сила в конце двине- 


ния равна живой спле в начале движения. 

Это заключение называется заженом передачи работы. 

Весьма многие задачи, относящиеся к механике, в условия которых не входит 
время, рещаютел помощью теоремы живых сих. 

Решим, например, задачу о пространетве, на котором может быть остановлен бы- 
стро идущий поезд, предполагая, что у него ` заторможены все колеса, как это воегда 
бывает при тормозах Вестингауза, Допустим, что торможение производится самое энер. 
гичное, т.-е. колеса катлтея по рельсам, развивая полную силу трения 


. Р.Р, 


тде {-— коэффициент трения, который при сухих рельсах можно припять равным 0,16; 
далее О—вес всего поезда, —6го масса, у ускорение силы тяжести. Принимая силу 
трения № постоянной за все время торможения, получим работу ве на пути 8 от начала 
торможения до нашей остановки поезда, равной 


Т = Е == йн95. 


Эта работа должна поглотить всею живую силу поезда, т.е. должно существовать 


равенство: - 


тай 
Т= —* 


'Приравнивая этп выражения друг другу и сокращая на’, получим 


8—2 


ВЕ 


как видим, результат не зависит от массы поезда, а только от квадрата скорости п 


коэффициента трения. 
З ` 
Подставляя в эту формулу скорость © =25 еб пли 84 версты в час, довольно ча- 


сто вотречающутося на русских дорогах, и {==0,16 (наибольшее зкачение), получим 


200 2 = 94 сажени. 
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На мокрых рельсах, при /=0,08 этот путь еще увеличивается вдвое, т.-е. до 200 ва» 
женей. Это расстояние и нужно считать наименьшим для предупреждения катастрофы. 


$ 12. Количество движения. Количеством движения называется произведение из 
массы тела на ею скорость, то '). Эта величина измеряется особыми единицами, которые 
можно было бы назвать килограммо-секунхами. Количество движения находится 
в зависимости от силы п времеки, относительно которых оно первого измерения. Это 
следует из того, что масса, как частное от деления силы на ускорение, должно быть первого 
измерения относительно силы, минус, первого, измерения относительно продтранетва и 
второго относительно времени: 


‘разм. [* == [Рь й, $1; 
скорость же, входящая в количество движения множителем,—первого измерения относи- 
тельно пространства и минус первого отновительно времени: 
разм. [0] =[5', #1; 
а потому количество двищекия будет первого измерения относительно снлы, первого же 
отноептельно времени и нулевого относительно пространства, т.-в. 
разм. [1] =[Р*, Й, 51]. [5% #1] = [РЬ В, 35|, 
Положим, что на данное тело действует постоянная сила Р. Пусть тело, обладая 
кекоторою начальною скоростью и, дипаетея по направлению сплы. Так как на 


тело дейетвует постоянкая сила, то оно будет двигаться равномерно - ускоренно во 
скороетью 


о -Нуь, 


тде 0 есть ускорение, развиваемое постоянкою силою Р и равное 
9=-. 


Подетанляя это выражение 0, получим: 


откуда 
о — и, = Р+. 


Из этой формулы вытекает следующая теорема: кода на тело действует по- 
стояниая сила в направлении начальной снорости, то приращение колимества дви- 
эжения равио произведению из вилы на время. 

Положим и, =0; найдем: . 
по == Рь 


Еели Р=1 килограмму и {=1 секунде, то 
2—1 


Следовательно, один килограмы, действуя одку секунду, сообщает материальной точке 
единицу количества движения. 


1) Количество движепия веть вектор, имеющей паправление скорости количества движония складыва- 
ются и вычитаются геометрически, 
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Положим далее, что данное тело дважется прямолинейно от действия перемен- 
ной силы. Разделим время движения { на весьма малые промежутки /# и пусть в на- 
чане первого промежутка тело обладает скоростью ,, в конце же- скоростью #,; в начале 
второго промежутка—вкоростью э;, & в нонце—и, и т. д.; наконец, в начале последнего 
промежутка 44 тело имеег скорость ,, & в конце. Допустим также, что в продолже- 
нии каждого ив этих элементов времени на тело будет действовать: в продолжении пер- 
вого элемента сила Р,, в продолжении второго—еила Р,, в продолжении третьего —Р, и 
т. д.з наконец, в продолжении последнего—еила Р. В пределе, когда элемевт 4 будет 
стремиться к нулю, этп силы можно считать в течении каждого элемента. постоянными 
и веледетвие этого, по предыдущей теореме о приращении количества движения, можно 


написать следующее: 
у Р.А, = — т, 


Ру = ити — т, 


Рудь =, — то, 


Р.И, ар 


Р.А, = ту — то... 
Складывая полученные равенства и сокращая подобные члены, найдем, что первая часть 
будет представлять сумму членов вида Рф, вторая же—приращение количества движе- 
ния; мы получаем: . 
ХРжте т еее + (20} 


Произведение ив силы на бесконечно-малое время, в продолжении которого 
она действует, т.-е. Рф называется импульсом силы. Веледетвие этого замечал 
ния из уравнения (20) въетекает ‘еледующая теорема: если на т+ло действует пере- 
менная сила в направлении движения, 10 
сумма измтульсов силы за данное время рав- 
на ‘приращенино количества движения за это 
время. . 

Выведем теперь теорему о количестве дви- 
жения для всякого направления силы и для 
всякого (прямолинейного или криволинейного) 
движения. 

„Положим, что тело, находяшееея нод’ 
действием сплы, Р, движется по некоторой 
кривой АВ (фиг. 24) Тогда, если тело имеет 
в данный момент времени начальную ско- 
роеть т, п мы отнесем это движение к неко- 

‚ торой системе координат в пространстве, то 
движение тела будет слагаться, как было сказано вьнше, из трех движений, 
направленных по осям координат. Чазвав проекции силы Р на оси координат 
через Х, У, , найдем, что движение по оеп 0х будет совершаться под действием 


Фиг. 24. 
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снлы Х с начальной скоростью, равною проекции ®, иа ось 0х; движение по осп бу 
будет вотершаться под дейсквием силы У с начальною скоростью, равною проекции +, 
на ось у; навонец, движение по осп 0х будет препеходить под действием силы с на- 
чальной скоростью, равною проекции и, на ось 0х. Тогда для наждото из движевий 
но осям координат можем приложить теорему о количестве движения, т,-е. можем 
написать: 


ХА=ни,— ть 

Ут, — тая 

Др = т, — ту 
пли иначе, так: 

5х. 

ЗУД, — та, 

УРА 


=, — тв, 


о, — т. 


Отсюда ясно, что, если точка движется криволинейно, то сумма импульсов составляющей 
силы по направлению оси 0х равна приращению количества движения по этой оси; 
точно так ще и для оби бу п 02 '). 


Несвободная материальная точка, 


й $ 13. Определение связи нежду силой инерции и силой, двигающей данную несвободвую 
натериальную точку. Положим, что на матеркалььую точку М (фиг. 25), двптающуюся по 
поверхности АА, действует спла Р;при этом на поверхности равовьетея нормальная епла 
сопротнвлекия №, воторая будет пметь определенную 
величину. Сложив эту последнюю силу с онлою `Р, 
дем сплу Й, сообщающую движение точке №, 

Эта епла будет равна массе 2 точки №, умножен- 
ной на полное ускорение точки, т.е. 


на 


В =). 


Продолжим силу сопротивления № в противо- 
Фиг. 25. положную сторону и проведем из точки И параллель 
силе Е до ветречп с продолжением М в точке ТГ; за- 
тем, из 7 проводим параллель силе Р до встречн с продолжением ЮВ в точке К. Тогда, 
рассматривая чертеж, замечаем, что, такнак М$ ЗЕ ЛУ, а эта последняя, в свою очередь, 
равна и параллельна АМ, т.-е. ИГ КИ, то 
№$=ИК ИК=—В=—т), 
Далее, из чертежа видно, что спла (— 117), будучи сложена с `сплою ФР, дает равнодей- 
ствующую МТ, нормальную к поверхностн н равну1о, но противоположно направленную; 
силе сопротивлення. . 

Так как сила {— 2) равна по величине и направлена в сторону, противоположную 
полному ускорению, то она есть сила пнерции. Из сказанного получаем основную 
теорему о движении по поверхности. Ири движении почки по повертности равнодей- 
ствуощая двиокущей силы и силы чиерции нормальна к поверхности, т.-е. уравнове- 
зцивается па наф: эта равподействующая дает давление точки на поверхность. 


3) Ту ие тоорему хожио выразить следующими словами: вометричеслая сужма импульсов вил дей- 
ствующих ма материальную точку, равна вометрическому приращению холичестиа двцоюения. 


— 121 — 


$ 14. Движение по наклонной плоскости, Пусть на некоторое тёло, двяжушееся но на- 
клонной плоскости, действует постоянная сила @ (фиг. 26). Кроме силы @, на движенпе 
тела влияет еще сила тяжести Р, направленная по вертикали п имеющая точкой своего 
прплож"ния центр тяжести тела, Кажлую из сил 
Ри @ разлоких на две составляющих, из которых 
одна дейслвует по направлению длины наклонной 
плоскости, а другая по направлению, к ней перпея- 
дикулярне му. Далее, положим, что угол, составляе- 
мый ‘наклонной плоскостью с горизонтом, ееть а. 
Сила @ разложатся на две составляющих, (6088 и 
Оз, тде В есть угол между силою @ и наклонною 
плоскостью. Сила Р разложится на две силы, —они 
определятотся из треугольника баб и выразятся‘` че- 
рез Рета и Реоза. 

фиг. 96. Называя сумму сил, действующих по нор- 
мали, через №, а сумму сил, действующих по 

направлению наклонной плоскости, через А, получим: 


№ = Реова — тв, ее, . @0 
В = Рама — 90058. (28) 


Необходныо заметить, что случай №==0 указывает на отсутствие давления на на- 
клонную плоскость: тело в этом елучае находится только под действием сил, напра- 
вленных но плоскости. Если бы было №<.0, то это показывало бы, что сила, рав- 
ная разностн составляющих по нормали, сняла бы тело с плоскости, т.-е. двященые по 
наклонной плоскости было бы невозможно. 

Пусть №20. Так как на тело действует постоянная спла, то’ движение будет 
равномерно-ускоренное, а поэтому, полагая, что начальная скорость и; =0, найдем, чтб 
пройденный путь выразится`так: | 


` 5. 


Скорость и, с которой движется тело, выразится: 


я, 
при чем ускорение, развиваемое движущей силой №, будет 
В 


ть. 


Р 
Подставляя вместо 22 величину =, получим: 


в. ; 
еее нео - (4) 


у 


По этой формуле можно исследовать движение при каком угодно В, а, следовательно, и 
при каком утодно (). 
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Подставив в формулу (24) величину А из уравнения (22), получим: 


Рана — 96058 ` 
7 9... 08 


Рассмотрим частный случай, когла @-0 п тело движется по наклонной плоско- 
сти под влиянием только силы тяжестп от верхней точки ее А до основания В. Из 
уравнения (24) получим: 


ЧЕ. (еее д (25) 

Эта формула показывает, что тело будет двигаться с ускорением, меньшим, чем 
1. . 

ускорение силы тяжести. Подставив в формулу 8=57% вместо 7 найденную величину, 


получим: . ' 
1 
= 2058 
8=5 9?та. 


1 28. 
=И ла: о... 08) 


9-е та (нее. 7) 


Определяя время $, найдем: 


Для скорости "= /2}з имеем; 


Но, так как 557 а = АВзта == Иб=\, что следует из \/ АВС, то формула (27') прамет 


Вид: 
И еее еее + (1) 


Эта последняя формула приводит нас к замечательному выводу, что скорость пела, 
приобретаемля при падении с известной высоты, зависит зполь- 
ко от этой высоты, длина же наклонной плоскости влияния 
а скорость не оказывает. 


Обратимся к формуле (26): И 


ве задачу такого роца: 
Тело выходит из А (фиг. 27) без начальной скорости и 
двигается один раз по наклонной плоскости ИЕ, а другой—по 
ИВ, и т. д, Определить геометрическое место точек Е, В,, ., 
До которых тело дойдет от точки А ва одно и то ще время? 
Из формулы (26) видим, что для постоянства промежутка 
времени $ необходимо, чтобы соблюдалось условие: 


® 


23. 


——__ и решиы помощью 
уята р помощь 


8 $ 
а < 26084. 
та па, зи 
фиг. 27. Проведем вертикальную линию 42=4 и, построив на ней, 


как на диаметре, окружность, утверждаем, что она и есть иско- 
мое геометрическое место, т.е. Что материальная точка А, выбегая на окружность по 
наклонным плоскостям #6, ИЕ, ИВ,.., приходит в одно и то же время в точки ве 4, 
Е, В,.. Действительно, из треуголников АВВ, ДЕЙ,.., ит. д., имеем: 
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равную ему величину 4, получим: 


у 5 
и т. д. Подогавив в формулу времени вместо 


Закон этот найден Галилеем. 


$ 15. Математичесний маятник. Рассмотрим вопрос о колебании математического ма- 
ятвика, 
Предварительно выведем, однако, одну теорему © скорости, приобретаемой мате- 
. риальной точкой, падающей по некоторой 
кривой линпи под действием силы тяжести. 
Положим, что наша точка движется по 
некоторой кривой ИВ (фиг, 28). Разобьем 
весь путь АВ на бесконечно-малые элемен 
ты 8; каждый ив этих бесконечно-малых 
элементов в пределе можно считать прямо- 
линейным. Зная, что, вообще, механическая 
работа на каком-либо пути равна прираще- 
нию живой сиды или же потере ее (смотря 
по тому, ускоренно или замедленно движет- 
ся точка), к обозначив через & угол, состав- 
Фиг. 28. ленный каждым безконечно-малым отрезком 
. 44 < направлением действующей силы (в 
нашем случае это направление вертикальное); можно написать уравнение работы в 
виде: 


о ы 
2 2’ 


а при начальной скорости %, -=0 имеем 


Но, с другой стороны, 
Т-= 2 Реоза 45. 


Заметим, что работа на всем пути АВ будет равна сумме работ на частях этого 
пути АС и 68. Работа на пути Аб, если ее обозначить через Т.е, выразится так: 


Ед 08а 4. 


Тло= Х Рода 45 


Здесь 15005 4 == 26 05а = Чё, поэтому 


7 Лис = 219 4Й. 
Замечая, что 710 = Р есть величина постознная, можно количество 710 вынести за знак 
суммы; тогда получим: ` 
Те =то ХАЙ = 19. АЕ, 
так как У/й составит АЕ. 

Помощью подобных же рассуждений можно найти работу и на пути 68; но, не 
повторяя предыдущего и зная, что разница при определении работы силы на пути 08 
от овределения ее же работы на пути Аб заключается лишь в том, что в первом слу- 
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чае угол а будет тупой, а во втором у нас он был острый, можно результат писать 
прязю; работа на пути.6В равна 
Тев== —т9-ВИ. 


Сложиз теперь работы на путях А@ п 68, получим работу на всем пути АВ,... Рав, 


так ято 
Тв = Тле- Тов» 


Тав = 19 (АЕ — ВЕ) =т9. АВ = 19.1. 


и те? 
Выше мы имели Т—-„ , следовательно: 


откуда 


Отеюда вытекает такая теорема: скорость материальной точки, движущейся под дей- 
ствием силы тяжести 10 некоторой кривой линии, равна зной скорости, какую бы 
имела точна, свободно падая с вывоты, равной раз- 
ности высот отускаиня и подьема материальной 
точки над юризонтом, 
Теперь обратимся к математическому маят- 
нику. ` 
Матемаличееким маятником называется ма- 
терпальная точка, прекрепленная к нерастяжимой и 
невесомой нити и движущаяся в вертикадьной плос- 
кости под действием силы тяжести. _ 
Половим, что имеем такой маятник, длина ко- 
торого, 06, пусть равна 2 (фиг. 29). Пусть напвые- 
иая. точна, до которй может подняться маятник, 
есть 4. Определим скорость в какой-нибудь проме- 
жуточной точке м, лежащей между точкою А, где 
Фиг. 55. екороеть маятника равна нупю, п точкой 6, где 
скорость наибольшая. Скорость маятвика в точке 
М найдется на основании только что выведенной теоремы, которая гласит! 


ву ИБ УЗ, 


так как ОИ в данном случае и равно Йм. 
Из чертежа видно, что 0/—=86 — №6; поэтому 


ии 39 06—88) (т... .. (8) 


Предположим. что равмахи маятника не велики, так что дуги 46 и М, которые 
обозначим через а п 2, можно привять за зорды, Тогда, ва основании того, что хорда 
есть средняя пропорциональная между всем диаметром и прилежащим отрезком диаметра, 
ножем написать: . 


АС 21.06; 06 = 


Также имеем: 


следовательно, 


еее нее , (8) 


Эта формула показывает, что с уменьшением величины 2 скорость меятипка воз- 


растает и будет наибольшая в точке @, когда 


| 
| 
[ 
| 
] 
1 
1 
| 


2 


0, В этот момент скорость выражается 


о... - 9 


Цосле этого х делается отрицателен, но по абсолютной величине возрастает, а потому 
скорость будет убывать, и при 2 = —@ (что будет, когда точка придет в положение 8) 


< 


обратптея в нуль, так что маятник будет с9- 
вершать разумахн, симметричные относительно 
оси 06. 

Если бы мы предположили, что точка 
полнялась выше В, т.-е. что 2 > а?, то нашли 
бы, что там скороеть маятника буцет мнимая 
ведичана, а слёловательно, такое предположе- 
кие вевозможно. 

Теперь определам“ время колебання 


[Г 


Фог. 80. 


- Вообразим, что по окружности движется равномерно точка /, со скоростыю ©, 


маятника по способу, предложенному Юнгом. 
Для этого выпрямни дугу ИВ ц. построны на 
ней, как на диаметре, полуокружность (фиг. 80}. 
Проек- 


та" 


тпруем точку А, на днаметр АВ и определим скорость её проекции И, — скорость эту 
назовем через и. Известно, что проекция скорости ‘ва какую-нибудь прямую равна ско- 
рости проекдаи анной точки по этой же прямой, так что 


% 


и, наконец, подотавив вместо #, 


получим: 


тах 


‘оная 


0$ (90° — 0) 


Соединив точву № © центром б,, получим б,/, = а, и, положнв @,М, 


их 3 ©. 


2, найдем лз чертежа: 


пол а 


его выражение пз (29) и имел в впду уравнение (2$). 
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Итак, если проекция И, отстоит от б, на то же расстолние, как и конец маятника 
М от нижней точки 6, то имеем и =9®у. Это показывает, что воображаемая точка 
М, движется по диаметру 48, совершенно так же, как маятник М по своей дуге 48; 
поэтому время одного качания маятника будет то самое, в которое вообр.жаеная точка 
проходит днаметр А.В, а это последнее есть то время, в которое точка-/, (фиг. 80) 
проходит полуокрунность А./\Вь. На этом основании, назвав время качания маятнька 


через $, получим: — _ 
та: а1/ 9. 1 | , 
{= 74:0: = яа:@ т ы у * . (30°) 


Это и есть формула маятника, определяющая время его качания, известная 
нам из курса физики. 

Очевидно, что полный период колебания маятника, т.-в. промежуток 
времени между двумя одинаковыми положениями его, состоит из двух качаний — одного 
влево и одного вправо, п поэтому, равен 


Ин. 89 


$ 16. Колебалельное движение. Рассмотрим несколько подробнее колебательное движе- 
ние точки №, около ее среднего положения 6б,. получьнное нами в конпе предыдущего 
паратрафа. Это движение называется зармоническим колебазнельным Овиоюением, и ив 
всех типов колебательных движений являет я са- 
мым прьстым и Потому наиболее важным. Найдем 
силы, которые должны действовать на точку М, 
для того, чтобы ова, облалая массой т, еовер- 
шаза узазанное нолебалельное движение. 

Ускорение точки № в ее примолинейном 
движенен по А, В, найдем, как проекцию ускоре-. 
ния точки /, в ев равномервом движении по 
окружности 4,98, Е со скоростью э„„. Из ки- 
нематики известно, что ускорение точки /, равно 


. р 
м... (89 
Е и направлено к центру окружности б, Нго проен- 
Фит. 31. . ия на направление А, В, равна 


и направлена также к центру б.. Обозначая `раестояние 6. М, через т п считая его по- 
ложительным вправо от б., найдем ускорение точки Й.: 


ен нни, . (81) 


Сила равна массе, умноженной на ускорение. Поэтому на колеблющуюся точку М, 


должна действовать сила 
В 


вел ение ‹ (32) 


—Р==— 
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з 
тде постоянная дробь и, обозначена одной буквой #. Сила Р равна нулю при #=0, 


т.е. в точке 2, и потому эта точка является положением равновесия для материальной 
точки М, Таким образом, материальная точка И, постуянно притягизается к своему 
положению равновесия @, силой Р, пропорпиовальной расстоянию точки от положения 
равновесия. Переменная сила, появляющаяся лишь при выходе тела из положения рав- 
новесия и стремящаяся вернуть его к положению равновесия называется восстаповияю- 
140й силой“). Производная восстановляющей силы но смещению, называется козффи- 
умезипом восстановления. В рассматриваемом здигь гармоническом колебательном дни- 
жении он равен козффициенту пропорциональности между силой и смещением. 
Действительно, дифференцируя ур-ие (32), найдем: 


бар ва, А... :..... 9) 
ат 


Полный период колебания точки М, равен времени обращения точки №, т-е. 


__ Зла 


ши 


еек ьнни. + 0) 


Найдем связь между этим периодсы т, силой Р и массой точки т. По 
Ур-ию (32), в котором мы будем обращать внимание только на абсолют- 
ную величиву сил, найдем 


= т _ Р Ё. а _ т 
Е: . г ; . 
а зе в ла Ё 


Подетавляя это в ур-ие (30”), получим искомую связь в форме 


т 
Фиг. 32. == = - 
й 


которую можно выразить так: 

‚  Еслч материальная точка совершает зармоническое колебалельное двиовение, то 
полный период ее колебания выразючетея произведением Эл на корень квадралиный из 
дробь, в числителе которой стоит масса полеблющейся точки, а в знаменателе про- 
изводная от восстановляющей силы по смещению. 


$ 


еее + (84) 


фиг. 33. Фиг. 34. 


Такие колебания совершает, напр., груз @. подвешенный на пружине (фиг. 3), 
или лежащий на середине упрутой балки, к-нцы которий ли жат на двух подставках и 
могут около них свободно поворачиваться (фиг. 33), ‘лв прькрепленвый к концу упру- 
гого стержня, другой конец которого защемлен в тнеках (фит, 34), ит. д. 


=) Как п в формуле (32), восстновляющую спзу считейх позожнтольной, есяп оа ввправаона з° сто- 
рону, противоположную положительному паправяению смещения. 
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Обовначая вертикальное смешение груза от положения равновебия через 5, а вели- 
чину восстановляющей онлы через Р, найдем: 

_Р 4Р_ 

=, в= 


Жоэффецнент восстановления можно выразить через @) и ето статическое смешение 
8, (статическое удлянение пружины на фаг. 32, паи статический ‘прогиб балки на фиг. 
33 и 34): 


Есян массами пружины и балок пренебречь, то, полагая (==1, где 8 масва 
труза, получим: 


Подставняя это в формулу (34), найдем 


к: . 8 


т.е. пернод колебания зруза @, подвешениою на песесомой пружиие, равен периоду ко- 
дебания матезилиниеское маятника, длина которою равиа статимескому удлниению 
пружины 109 действием зруза` 9. ') 


` 
$ 17, Коничесний маятник. Положим, что тяжелый шарик, масса которого зи, вра- 


шается около вертикальной оси ОА по горизонтальному кругу, будучи удерщиваем не- 
растяжимым и незесовым прутом или нитью ОМ, укрепленной в точке 0 (фиг. 35). 
Определим угловую скорость, с котерой может вра- 

о щалгся шарик, а также п время, потребное для 00- 

| вершения одного полного оборота, , 

| ` Чак как шарик И должен находиться постоянно 

на поверхности сферы, опасавесй из точки 0, как 
из центра, радиусом, равным ОМ, то условие дви- 
жения тарнка И должно состоять в том, что бы 
равнодействующая из силы тяжести () и снлы‘инер- 
ции поетоянио была направлена нормально к поверх- 

ности сферы, т.-е, по радиусу 0М. 

В виду того, Что шарик движется равномерно 


ло кругу, все полное ускорение его приводится е 
? 
цоктростремительному, равному =, & следователь- 


но, вся сила инерции приводится к центробежной, 


направленной по ‘радиусу 0 =АМ и равной 
рам. 
: [а 
Но, как известно: 
9= 00; 5—0", 


1) Всзп весом пружины припебречь пользя, то для вычисления перлола колебания шадо к весу груза 
3 прибавлять прибдязительно 1); веса пружипы в случа скемы фиг. 32, приблизительно 1/5; вось, балки п сду- 
чае фиг, 33 п прибяязительно 321р вес бадкп в стучае схемы фиг. 84. 
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тде о — угловая скорость. Поэтому, подставив о* в выражение для Е, будем иметь 
= то?о. 


Условие движения состоит в том, что вилы @— 49 и №, слатаясь, долины дать 
равнодействующую; направленную по продолжению радиуса 0. Складывая их по пра- 
вилу параллелограмма сил, замечаем, что в случае выполневия упомянутых условий, 
будет иметь место следующая пропорция: 


м № 
оо. 


Подетавив вместо © равную ему величену 70, а вместо Г’ ее величину 70*0, получим: 


отеюда находим, что’ 


СТИ ол 8 


Из этой формулы видно, что чем больше 9 и меньше #, тем угловая екороеть шарика 
больше; но, так как ускорение силы тяжести есть величина постоянная, то угловая ско- 
рость парика завиеит только от д. Линейная же скорость его равна скорости с„„, плое- 
кого маятника, длина которого #=й, 

Чтобы определить время однего оборота, представляющее полный период маятника, 
т, заметим, что пройденный путь $ при полном обороте шарика будет равен 2ло, а 


также $ = 


«, где екороеть И следовательно, 2ло = 


откуда находим полный период, конического маятника: 


. у т: :::: 89 


Совершенно также выражается период колебания плоского маятника; только: для 
конического маятника в формулу колебазия входит не длина нити {, а ‘высота его 
1=1608а, если через а обозначить угол отклонения нити от вертикали. В тех пределах 
отклонения, лая которых справедлива выведенная формула математического маятника 
(дуги заменяютея хордами, наибольший угол отклонения а„,, не превышает 5°), можно 
принимать са =1 и {=й. Таким образом, периоды плоского й конического маятника, 
можно считать одинаковыми. ‘ . 


Удар и мгновенные вилы. 


$ 18, Теория ‘удара: Когда движущееся тело встречает другое тело, тоже двику- 
щееся или же Покиющееся, то между ними происходит взаимодействие, называемое 
ударом. Прямая, проходящая через точку соприкосновения тел и нормальная к по- 
верхности их соприкосновения, называетея линией удара. Если линия удара про- 
ходит через центры тяжести обоих Ударяющихся тел, то удар ‘называется централь- 
ны м; в иротивном случае удар называется эксщентричным. 
у Два шара могут иметь только центральный удар, потому что общая нормаль их 
проходит всегда через их центры, 

Жуковский, Теоретическая механика. Вып. 1, з 
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ели скорости центров тяжести параллельны. линия удара, то удар называется 
прамым. Если скорости центров тяжести непараллельны линии удара, то’ удар ва- 
. зывается косым, 

Тела по отношению удара разделяют- 

ся на тель 1) вшодлне неупругие, 

Г —” Ш 2) вполне упругие и 3) средней упру- 
тоети. 

, ИИ, Положим, что два шара Ми № движутся 
по линии соединяющей их центры, со ско- 
ростями фи 3’. Если скорость 9, то шар 
И (Фиг. 36) догонит и ударит шар и проивойдет взаимодействие одного шара на дру- 
той, при чем скорость первого шара начнет уменьшаться, а второго—воврастать. После 

некоторого--весьма малого, но конечного — промежутка: 


времени оба шара, получат” одинаковую скорость. 
Если они. вполне неупруги, то после удара они. 
будут двигаться с одинаковой скоростью, ваю 
_ одно тело. . 
Если же шары Ми М’ упруги, то, получив оди- 
ИИ ПИ ы упруга, то, 


наковые скорости (фиг. 37), они начнут разжиматься 
фиг. 37. до тех пор, пока не восстановят прежних форм 
(фиг. 38). При этом вся работа, потраченная на сжа- 
тие шаров, будет отдана на ` восставовлевие их форм. Таким образом, удар упругих 
шаров представляет обе половины явления: сначала шары сжимаются до тех пор, пока: 
не получат одинаковых скоростей; ватем они разжи- 
маются до тех пор, пока не отдадут всей работы, по- 
траченной на сжатие. 
Удар неупругих тел представляет только первую: 


Фат. 36. 


ь половину явления, т,-е. сжатие. 
Удар шаров средней упругости ‘представляет тоже ` 


РИ. две половины явления, но здесь шары не вполне вос- 


становляют свою форму и работа, потраченная на, 
удар, не вся отдается при расширении паров (восстановлении форм). 


т, 38, 


$ 19. Теорема о количестве движевия. Выведем сначала одно общее уравнение,‘ ко- 

” торое ‘имеет место при всяких соударяюших- 

ся телах, будут ли они упруги, неупруги. 
или средней упругости, ‹ 

Положим, что ударяющиеся шары М и 

Ш, имеющие массы т и зи’ (фиг. 39), дви- 

гаютея в одну сторону по линии, соединяю- 

щей их центры, со скоростяии гих, при 

чем ©>у. Разделим время удара на мно- 

жество бесконечно-малых промежутков и 

предполояшыи, что в продолжении каждого. 

Фит. 39. промежутка 4 сила взаимодействия одного 

шара на другой постоянна. По вакону дей- 

ствия, равного противодействию, сила действня первого шара на второй равна силе 

действия второго шара на первый, 


ы °, 
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Пусть Р, Р,.....Р, будут вилы взаимодействия шаров в первый, второй, третий 
и т. д. промежутки времены 4. Назовем через #,, и,,...и„, и скорости тара М в конце 
первого, второго и т, д. промежутков времени. Чар М будет двигаться в продолжении 


первсто промежутка времени Л `равномерно-вамедленно © ускорением Так вак на- 
м # 


чальная скорость движения есть 9, то по уравнению равномерно-замедленного днижения: 
1 = — 0 имеем: 
Р 
=9— — 4, 
щи 
Откуда 
_ РА= то — ти. 
Подобные же формулы найдем для всех #--1 промежутков времени, 
Складывая выражения; 
Р&==то —ти, 


Риты, —ти,, 
РА = ти, — ти,, 
Рфеети, — ти 


Р,.&==ти, — ти, 

найдем: 
. УРА = то ти, 
или. в пределе 


Гразтть о... 89 


где т— весьма малый конечный промежуток времени, в течение которого длился удар, 
Сумма произведений сил взаимодействвя шаров на бесконечно-малые промежутки 
„времени называется снлою удара 0), так что ` 


@==Р 4- "Ра, 
5 


а проивведение массы тела на ето скорость называется, как мы внаем, поличеством 
движения. ° 
Следовательно, сила удара равна потерянному количеству двн- 
жения, . 
Совершенно таким же. рассуждением мы найдем, что и для шара М’ существует 
формула, подобная (37'), т.е. 


СУРА ти,..........7.. 88) 
ИЛИ 
— [рать тии . еле нньь + 88) 
, 


3* 
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Формула (38') отличается от формулы (37') знаком, потому что силы Р направлены 
в противоположные стороны. Замечая, что, по закону действия, равного противодей- 
ствию, ХР.44 в обоих случаях равны по абсолютной величине, получим: 


Я = то — пати — т, 


Э=тоб = (и), еее. - 38} 


откуда 
ао [тн эт, еее не + (49) 


Тоже самое можно получить, складывая выражения (37’) и (38): 
ч 
Р&=то — пи 


° 
_ [р а 
. 


РИА 


и — ии; 
получим 
— ‚ ИИ 
О— то — ти ту— ти, 
откуда 
ата -атчи эн Ра ен , (40} 


Это последнее уравнение и выражает собою теорему 0 количестве движения, данную 
Ньютоном. Оульма количеств движения тел 90 удара равна сумме количеств движения 


после удара. 


$ 20. Удар упругах тел. Для определения скоростей +’ после удара упругах шаров 
Еадо к уравнению (40) присоединить еще условие неизменяемости живой силы в виде: 


а лу з р 
299 „т эт, тче 
` 2 2 22? 


или . 
ат (о) МВ (9), еее + (1) 
Но из уравнения {39} имеем: 
` тои! (и) еее, . (89) 


Равделив уравнение (41) на (39), получии: 


тои ен) тии) 
т (6—1) ти — 9) 


) 


откуда, по сокращении, получим; 


ии и, 
Убе и. еее нение. (42) 


Следовательно, дя упругих тел равность скоростей до удара равна по абоолют- 
ной величине разности скоростей посте удара. 
Подставив в’ формулу (39) величину и'==0—9'--и из формулы (42): 


о — ито фито бф жи 5), 


‘ева = 2 — 9), 
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находим: 
Эт’ , 
"— 2 "). 
`Подобную же формулу найдем и для другого тела, так что 
29 и) | 
т сре =) 43) 
Ди 2 у еее 
ти 


В’ частном случае, когда массы шаров равны, т.-е. п==о"’, получим из формул (43) 


9—и=е— У, , 


откуда 


Это показывает, что унруие шары равной массы после удара обмениваются сво- 
земи скоростями, например: если второй шар до удара был неподвижен, то после удара 
он волучит скорость первого шара, первый же шар остановится, 

Выведем тенерь величину силы удара. 

Подставляя нз уравнения (43) величину, 


2! 


| —и= ти" © -) 
в выражение (39) 
9=яе— мч). 
ваходим 
- Знип’ В 
= — еее . (44 
9= тт при) - ( 


Такова сила удара упругих шаров или тел. Как увидим ниже, она вдвое 
более силы удара неупругих тел,—это происходит веледствие того, что удар упру-^ 
тих Шаров предтавляет две симметричные половины явления: шары сначала вжима- 
ются, потом разжимаются, так что сила удара слагается из двух одннаковых сил. 


$ 21, Удар тел не вволне упругих. Выведем формулы вилы удара и скоростей после. 
удара для тел, не вполне упругих, 

Мы видели (форм. 42), что для упругих шаров разность скоростей до удара равна 
разности скоростей поеле удара: 


= еее (45) 
Для тел средней упругости, эта формула заменяетея соотношением: 
вони и, ету ненье 45 


тде количество г, меньшее единнцы, называется коэффициентом восстано- 
вления. . 
Выше мы нашли, что сила удара © равна 
9=т@—ч), 
и Ф=т (и). 
и еее н--. + (8) 
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Помножим первую формулу на и’, а вторую на 7% и сложим: 


Оо т) = тт’ (о-в —#). 


Переставим в ‘скобках второй части слагавмые тах; 
Чеп-Р т) тии им). 
” Приникая во внимание формулу (45), находим: 


Я -- т’) = тт Дю — 9 В =(е—)] == (© —9) (1-8). 


Отсюда. 
иг 


: о аа Го О ООО (46) 


Такова общая формула для силы удара, Из нее, как частные формулы, 
можем найти формулы для сил удара неупругих и упругих тел. 
а) Если тела неупруги, то полагая в формуше (46) г—0, получим силу удара 
для неупрутнх тел; 
вии’ 


9пет 


и... ОИ (47) ` 


$) Если тела совершенно упруги, то, полагая в той же формуле (46) е=1, 
найдем; у 
Зтит' 

9= 


— жи 


Эта формула была уже выведена нами. Сравнивая формулы (47) и (44), видим, 
что сила удара упругих тел вдвое более силы удара тел неупругих. 
Пзреписывая формулу (46) в виде; 


@—9). еее (44) 


{1-- =)мин' р 
= (9—9 
9 ти С » 
видим, что для тел не вполие упругих сила удара, при прочих равных ‘условиях (оди- 
изковых массах и начальных скоростях) будет меньше силы удара упругих тел, так как 


1<1-<2. 
Это неравенство показывает, что сила удара второй половины явлезия (когда шары раз- 
жимаются) менее силы удара первой половины явления (когда шары сжимаются), что и 
понятно, так ках шары средней упругости после удара не вполне восстановляют свою 
форму. 
Сравнивая формулы (39) и 46) для силы удара ©, находим: 


рт) ат 9, 


пи 


ит —) п еее (48) 


Точно таким же путем получим формулу для скорости и: 


&=5 


ра 


Зи» (— а-+я. еее. (49) 


Эти две формулы (48) и (49), суть также общие для удара двух шаров. 
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Из этах двух формул найдем: 
Т. Если ударившиеея шары неупруги, то, полагая з=0, найдем, что скорости 
после удара будут: 


Уря). . 


Преобразуя первую из этих формул, имеем: 


(тр) — м ®— 9) _ тот 50) 
т--т аи тт 


Преобразуя вторую формулу, получии: 


ии те) тои .... 80 
т--т три’ уе 


Сравнивая формулы (50) и (51), видим: 


отр 


тои. 


Отсюда можно заключить, что после удара неупругих шаров оба они будут дви- 
гаться дальше е одинаковыми скоростями. 


= еее ... 62) 


Чаетные случаи удара неупругих шаров. ‚ 
@) Положим, что ударяются два неупругих шара ‹ равными массами; тогда 
сила удара по формуле (47} выразитея тав: 


затем из формулы (50) получаем: 


Т.-е. скорость после удара равна средней арифметической скорости обоих шаров де 


удара. 
*Ъ) Когда из двух неупрутих ударяющихся тел одно неподвижно, например, вто- 
рое, то, полагая 9'=0, получям ив (47) и (50) + 


т’ то 
9= 


И ит, 
рей тт 


© Если предположим, что массы шаров 'М и М равны, т.е. тт, и один ив 
их неподвижен, т.е. 7’=0, то из (53) и (54) найдем: 
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П. Если ударяющиеся щары упруги, то, полагая г=1, будем иметь из 
(48) и (49); 
2" 


ти’ @- 


у о" 
—- я р ”, 
что было уже выведено (сы. формулу 43). 

Теперь предположим, что массы шаров М и М’ равны, т.е. ==; тогда из (46), 
(48) и (49) находим: 


@=т(#—9). 


Затем 


Тавны образом, оказывается, что, при ударе двух упругих шаров с равными мас- 
сами, шары обмениваются соими скоростями или как бы проходят один через другой, 


‘продолжая свое движение с начальной скоростью ‘(не изменяя своей скорости). 


$ 22, Коэффициент восстановления. Напишем выведенные нани общие формулы для 
скоростей поеле удара, т.-е. 


. ри пала. лье (8) 
мии) +9) хе ееань -@) 


Предполагая, что один из ударяющихся шаров имеет скорость, равную нулю, п что 
радиус его возрастает до бесконечности, т..е. полагая, что в’ ==0 п = со, или, что это 
весть неподвижная плоскость, получим, после подстановки этих значений в уравнение (48): 


‚ © ‚ 
= ®— 0) (1-- =) =2 ; 
ре ( ат < 
‘получилось неопределенное выражение; но раскрыть его можно, преобразуя выражение 
(48) таким образом: равделиы числителя и знаменателя на 1, затем положим % =0 и 
у = ©, тогда получим: 


д _`@-)а--5, 
1 


#==2— 1 {1-- =). 
1 


— 137 — 


Ка 
Замечая, чо. = 0, будем иметь: 


а-я, есть 6} 


Эта, формула показывает, что шар отразится от неподвижной плоскости ео скоростью: 
меньшею, чем с какою ударился. 

Предполатая, что шар упал с высоты й, а подирыг- 
нул на высоту й' (фиг. 40), найдем, по форвуле ‹норости 
падающих тел и обращая внимание на абсолютную вели-. 

. чину скоростей: 


201 
и= в = 29; 
отсюда определим коэффициент восстановления 
т и у | 
гв 79% И... .... (68) 
2 й ` 


Помощью этой формулы можно из опытов определить коэф- 
‚ ./ ‚  фициент восстановления. Так нашли, что для слоновой кости 
МПИТРТТАМ &—0,888, для сташи г—=0,555, для дерева & почти равно 
Фиг. ‘40, нулю. . 


$ 23. Определение живой силы, потерянной на‘удар не вполне упругих тел. Будем на- 
зывать живую силу до удара через Т, после удара — через 7, а живую 
силу, потраченную на удар, через Т\; тогда получим: 


пи? ай, т’. поча 
2 2 2 2? 


, Тези и). е, (51) 


'Исключим пз этого уравнения скорости после удара % и #', как известные, выразив пх 
через массы, скорости до удара и коэффициент восстановления. Для этого заменяем раз- 
ность квадратов произведением суммы на разность: 


и’ 


р (ии (#—ы). 


, 
То -- 


Подставив в выражение для 7; вместо и (0 — и) пт'( — 5) равную им величину 0’ 
нз уравкения (39): 
Я=терб-и) = (и), 


96-9 — ыы) 


получим 


ихи- 


т Ч еи-и и) 9 9) —(и—и)|....... (68) 


8 - 


Подетавив в эту фориулу виесто (й—и) равное ему по уравнению (45) выражение 
3(0—9), найдем: 


= 9) —=(8—+')] Фы—) 1... (59) 


Теперь вместо @ подетавим в уравнение (59) его Выражение из формулы {46}: 


9= нете) а-э; 
«тогда, 
т я @—9) (4-9 @-дар—9, 
3, нанонец, ` 
т, = я Ш... 66) 


'Эта формула дает живую силу, потерянную на удар, выраженную по начальным ско- 
ростям, ` 

Кроме этого вида потерянной живой силы весьма часто пользуются другим, кото- 
рый дается нажеследующею творемою Карно: живая сила, потерянная на удар, равна 
экивой силе потерянных скоростей, умноокенной на постоянный коэффициент. 

Чтобы притти к этому виду, зставим в уравнение (59) вместо @ равную ему ве- 


личину %(г— в); получим: 


Т-о-е-0а-д...... .... 69 


Определим теперь из формулы (48) величину равности начальных скоростей: 


Ш и. и 
9—9 а -Е а) 


Оодетавив эту величину в нашу формулу (59'), найдем: 


т ИА (48°) 


` 


Ти) тт дао = 


(1-2) 
1—= ит--т) @— в) 1 ету — и) вито — в)" 
1-е . 1--# рта т 2 : 


Но, по уравненаю (39): 


те—и=т' (и 9), тои (и; 


поэтому . 
1— [т (и — 9), ти — и) 
В =т ЕЙ а, 2 ] . 
та ом, и 
=” $ я 5 |, чине с... . (@) 


что н доказывает теорему. Постоянный коэффициент здесь равен Он обращает 


те 


яв единицу для тел неупругих и равен нулю для тел вполне упругих. 
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Чавтные случаи: 

1. Если ударяющиеся тела упруги, то, полагая #==1, найдем из уравнения (61) 
Т, 0, чего и должно было ожидать, так как при ударе упругих тел живая сила не теряется. 

2. Вели ударяющиеся тела неупруги, то, полагая г==0, получим из (60) и (61 
эти’ 


т.= Зтт @—#), 
(и — в) {и — 
Пе иХ, 
3. Если ударяемое тело неподвижно, т.-е. г’ =0, хо формула’ (60) принимает вид: 
мм . р 
ы Тир) — #9) еее + 62 


у ый . 
Отделив множителя -5- и заметив, что этот множитель равняется 1, т.-е. начальной 


живой силе, получим: 
зи’ 


ия Т 1—=). еее + 63} 
Что васается живой сихы посне удара, то она ‘будет: 
—_ т’ О ИН а 
ТТТ, т[1 тт “| авы’ т... . 69 


ВБ практической механике, например, в теории молотов и др., обыкновенно имеют 
дело с телами малой упругости. В таких снучаях величиною = в формулах для потери 
‚Живой силы можно пренебрегать. 

Формулы (63) п (64) показывают, что в тех случаях, когда мы желаем потратить 
по возможноети более работы на удар, как, например, при разбиванни заклепок, надо 
брать массу 2’ очень большой сравнительно с массою 2. Действительно, при этом 
будем пметь: 

:. 
т 
7 

что получается из формулы (63), полагая в ней = ==0 и деля чиелителя и знаменателя 


= Т 


т 
на у". В зизменатене здесь дробь —, будет очень мала, так что 7, весьма близко под- 
дробь и, бУД й 


ходнт к Т т, е. мы добъемся того, что почти вся работа ТГ будет итти на удар. 

Подобный удар называется мертвым ударом, ибо после хакого удара не 
остаехся никакой живой силы, нет нвкакого движения. Подобный случай удара наблю- 
дается во всех кузнечных молотах, 

В тех же случаях, когда мы желаем произвести полезную работу живой силы, 
остающейся после удара, как это бывает, например, при вбивании гвоздей молотком, 
при вбивании свай бабой и т. д. то должно масеу ** взять очень большой сравнительно 
с массой ми; при этом, полагая г = 0, получим из уравнения (64: 


р —_ 
Тит Т= 1+ 


ра 


‚ ` 
ра 
Дробь р будет очень бнизка в нулю и Т, будет почти что равна Т, т.-е. почти вся 


живая сила остается после удара. 
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$ 24. Носой удар. Положим, что скорости ‘`ударяющихся шаров М п М’ суть ну, 
а массы их аи п т’ (фиг. 41). Обозначим через а и а’ углы, образуемые направлениями 
скоростей с линией удара 00’, и займемся определением скоростей и и м" шаров после 
удара, а также определим углы В и #, 
которые образуют скорости и ин в’ с линией 
удара. 

Разложим каждую скорость на две сла- 
тающие: одну, направленную по линии удара, 
н другую, направленную перпендикулярко 
к линии удара. Слагающие по линии уда- 
ра будут: | 


ы +038 н 9059’, 


слатающие, перпендикулярные к линии. 
удара: 


узта п 95а’ 


слагающие же скоростей после удара, т.-е. 
Фиг. 41, ина, будут: 


156088 п 16034", 


чьзт 8 п зай’, 


Заметим, что скорости озма и У5та’ не производят удара, так нак они вызывают 
лишь скольжение шаров М н М друг относительно друга. 

С другой стороны, так как снла удара перпёкдикулярна к этим скоростям, то она 
не может их изменить, поэтому: 


изза 


ан: 


ар зйи 8" ==" за! 


Что касается до скоростей, направленных по линан удара, то между нимп должна су- 
ществовать такая ще связь, кан при ударе прямом. Поэтому, на основании формул (48) 
получим: . 


2’ 
4 608 ы 1-|- =) (©6034 —9'с05и' 
в = с0за тие ( +8) 6:0 502) 


вене + (66) 


9408’ — 9' 6080’ 


——— 


1--9 (96039 —1'с03а') 


} На ( 
Гт--т 


Уравнения (65) и (66) дают ‚возможность определить четыре неизвестных величины: 
ини, йн 6. 

Остановимся на косом ударе шаре М о неподвижную плоскость М’ М" (фиг. 42). По- 
лагая в формуле (63) м’ == и #=0, получим: 


#6038 — ® 05а — (1 --=) 0 008а = —200084а,..,...’. (81) 


— М — 
Разделим первое из уравнений (65), те. изиВ == за на уравнение (67); тогда полу- 
чины: у 


ит В озта 
.1 0088 — 206084’ 


пли 


Та еее: . (6) 


Это показывает, что шар М, образующий угол 
падения а, стремится образовать угол отклоне- 
вия, больший угла а. 

В случае совершенно упругих тел (2==1), 
имеем: 


т | =... .... (68) 


Фиг. 42. т.е. уюл ладения равен уму отражения. 


Динамика системы. 


$ 25, Теорема 9'МайфегРа. Вопрос о движении системы материальных ‘точек разре- 
шается помощью теоремы, предложенкой д’Аламбером п дающей возмомность свести 
вопрос о движении спетемы к вопросу о ее равновесии, Теорема, эта: 
состоит в следующем; оси систему, иалодящуюся в двиокении, остановить в какой- 
нибудь момени времени и прибавить к двиюущим силам вое силы инерции, которые 
этолиуу моменту соответствуют, зло система будет в равновесии. Реакция связей и 
внутрениие патяокения, имеющие место при 
этом равповесии, будут те эюе салиые, козто- 
рые существуют и в рассматриваемом поло- 
экении при движении вистемы, 

° Пусть, #, т%»„.. будут маесы мате- 
рнальных точек М, М,, М,,.... даниой кам си- 
етемы, а Р, Р, вилы, ва них действую- 
щие. Если бы точки М, М,, М,,.... были сво- 
бодны, то от действия этих спл ови получили 
бы полные ускорения, каправленные но си- 
лам п равные 


Фиг. 43. в 


Но так как точкы ве свободны, то онп получат иные пониые ускорения. Пусть эти 
полные ускорения будут /, 1, Л»... (фиг. 43). Очевидно, ‘что всегда можно подыскать 
хлакие сплы ©, ©, ©,..., которыя были бы равны произведениям масс точек ина уско- 
рения 7, т.е. удовнетворяющие условиям: 


9—5), в =ту, 9 =тьл,.... 
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Эти силы могли бы сообщить материальным точкам те ускорения, которые они дей- 
ствительно имеют, предполагая, что все материальные точки свободны. 

Стеснение свободы материальных точек выражается тем, что ‘на них, кроме сих 
Р, действуют еще силы сопротивления, развивающиеся. от связей системы. Поэтому 
одна часть снл Р,; некоторые силы А,—идет на чтение этих сопротивлений, дру- 
тая же часть и составляет именно эти сифы ©, ©, ©,,.., которые производят движе- 
ние точек так, ках будто бы они были уже свободны. Чтобы найти вышеупомянутые еплы 
В, В, В,;.. пдушие на уничтожение сопротивлений, разлагаем каждую сплу Р на силу 
© п на еплу В, равную, но прямопротивоположную сопротивленвю Л. Силы ©, ©,, ©,,-.. 
п‘Аламбер называет деятельными силами, а сплы В, В, г Е,,.. силами потерянными. 

Потерянные силы уничтожаются сопротивлениями, развивающимися от связей си- 
стемы; следовательно, будучи приложены к системе, они будут находиться на, ней в рав- 
новесии. С другой стороны, мы видим, что давления и натяжения, которые развивают 
потерянные силы, суть именно те давления, хоторые разовьются в различных частях 
системы во время движения. 

Дополняя нариеованные нами параллелограммы, мы видим, что каждая сила № 
слагается из силы Ри {—4). Сила (—0) есть так называемая сила инерции, 
так как она равна произведению массы на ускорение и направлена в сторону, про- 
тлвоположную полному ускорению, 

Из весело этого следует, что силы движущие (Р) вместе с силами инерции (—т)). 
уравновешиволотсл сопротивлением связей системы (№), т.-е., будучи приложены 
к остановленной системе, находятся на ней в равновесии. Это и требовалось доказать. 

Приведем несколько примеров, иллюстрирующих теорему д‘Аламбера. 

` Пример 1. Положим, что мы имеем две ма- 
териальные точки А и В (фиг. 44), неизменно 
соединенные между собою п обладающие мас- 
самп т и м,. На эти точки действуют силы Р 
и Р (при чем Р, >Р), направленные в противо- 
положные стороны по прямой, соединяющей точки. 
Определить ускорения, с которыми будут дви- 
гаться эти точки; а также п сплу натяжения нити, 
их соединяющей. ` 

Неизвестное нам ускорение данной системы 
назовем через 0. На точку с массой зи, будет дей- 
ствовать била ннерции, равная 71,0, направленная 
в сторону, противоположную направлению силы 

Фиг, 44. Р,, потому что скорость возрастает в направлении 
действия силы Р,. 

На точку © массой т будет действовать сила инерции 3%, направленная в одну 
сторону с силой инерции #0, ибо ускорение для точки #? то же, что и для точки т. 
На основании теоремы д‘Аламбера, силы инерции и спхы Довогвующие допжны нахо- 
диться во всякнй данный момент времени в равновесии; поэтому: 


Р—т9=Р- ту, 


откуда * 


Уравнение это показывает, между прочим, что ускорение не зависит от длины нити. 


— м8 — 


Для определения величины натяжения нити поступаем так: сила Р., уменынениая' 
силой инерции, действует в правую сторону, а сила Р, увеличенная силой инерции, 
действует влево. Силы эти будут равны и уравновешиваются каждая натяжением нити 
№, соединяющей точки А п В; поэтому: 


У=Р —ту=Р-- 1. 


Вставив вместо { равную ему величину из уравнения (а), получим: 


Р-Р 
№=Р,— т, и’ 
или р р 
ИД 2, 
тж, еее + ® 


Пример 2. Материальная палочка АВ (фиг. 45), бесвонечно хонкая, одиородная, ли- 
нейная плотность которой равна 7”, ваходится под действием напразленных по ее оси 
сил Ри ©, при чем Р>> 9. Какова будет сила Т натяжения палочки в разных ее 
местах? 

Положим, что ускорение палочки будет 7, Вообразим, что палочка остановлена`и в 
каждой точке приложена счла инерции. Раз- 
бивая палочку по длине на бесконечно ма- 
лые Частп и обозначая расстояние сечений 
палочки от начана коордичат 0, взятого на 
направлении палочки, через 2, можем выра- 
зить массу‘ палочки, заключенную между 
двумя бесконечно близкими сечениями, через 


Фиг. 45. 


ат @ь етот. ® 


тде у" — плотность, отнесенная к единиде длины, а 9 — ускорение еихы тяжести, рав- 


т 
ное 9, 8 зе . Помиожив выражение (2) на ускорение ф, получим силу внерцпи: 


Пишем теперь условие равновесия системы: 
у 
РЬ- | то, 
а 
” у’ 


где интеграл представляет сумму сил ниердии для всей палочки. Количество 75 при 


интеграции должно считаться постоянным; нихеграл распространяется на всю длину па- 
почки = — а. Вотедотвие этого имеем: 
. „:ъ 


Р- 9-*| = 


Так как - 


| 
р 
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Я” 
Р. 9 7оь 
(2-90 _Р-9 
= А еее. А ® 


потому что и есть масса палочки и. Отнимаем произвольную часть палочки К и 3а-` 


меняем ве силой натяжения 7, точка приложения которой, А, будет находиться на рас- 
стоянии у от точки 0 и 2==у—@ от точки А приложения силы ©. Имеем: 


ет [|2 р-ь 
“ - 


откуда 
то "в 9-97": 
9. 9” 
-_Р@ 
но, по формуле (@), =—;“; ПОотому сила Т выразится так: 
р 9 2—0 
Т= 94 59 аа, ель. - ® 
тд 
‚так как (==. 


Это и есть искомая спла натяжения, в сечении К. Она будет изменяться от Г= @ 


(при 2==0), до Т=Р (при == 7); если а ля средины палочки), то здесь на- 
ходим: 


Р-94219.1--249 ® 


р уе еее нет 


$ 26. 06 Атвудовой нашике. Через блок Атвудовой машины (фиг. 46) перекинуты 
два груза, веса которых суть Ри @. Положим, что Р>>0. Найдем ускорения, которые 
получают трузы, и давление, производимое ими на блок. Массой 
блока превебрегаем. | 

Исковое ускорение спотемы грузов обозначим через 7. По тео- 
реме д'Апамбера нужно приложить к грузу Р силу инерции, которая 
рава и направлена в сторону, противоположную ускорению, т.-е. 
вверх, затем, к силе @ также надо приложить силу инерции, рав- 

©, 


ную у: и направленную в сторону, противоложную ускорению, т.е 


внив. 7 две группы сил, по предыдущему, должны оставатьея во 


всякий момент времени в равновесии, т,-е. должно существовать 
равенство: ^ Е] ` 
9+3 ; 
отсюда вв 
Фи. 46. ; р нь (63) 
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Чтобы определить давление № на блок, нужно сложить все спль, на этот блок 
действующие. Имеем общее уравнение: - 


.Р, . 

№М=Р- 9-2,--8;. 
9 9 

Ветавив значение ; из уравнения (69), получпы: 


м-р РР : “ (Р-- 9 (Р—&. 


Роя 9 Р+09 ; 
окончательно давление на, блок 
‚_ 4Р@ 
М= > 0. 


$ 27. Поступательное движение неизменяемой систены. 
Боли на неизменяемую систему действует сила, проходя- 
щая через центр тяжести, то система будет двигаться 
поступательно, если в начале денжения она не име- 
ла никаних скоростей пли двигалась поступательно. По- 
ложим, что на центр тяжести системы @ {фиг. 47) дей- 
ствует сила Я; тогда все точки а, а, а, а;,.... будут 
иметь равные п паранлельные ускорения. Сила инерции 
каждой материальной точки а выразится через и, где 
есть масса этой материальной точки, &7- ускорение, ею 
получаемое. При этом надо заметить, что сила инерции 
направлена в сторону, противоположную силе В. Скла- 
В дывая все силы инерцпи по правилу сложения парал- 
лельных сил, получим некоторую равнодейетвующую их ©, выражающуюея формулой: 


,’ 0=3т =; Ут= Му 


тде ЛМ масса всего тела. Эта равнодействующая непременно пройдет через центр тяже- 
ети 0, потому что все силы пропорциональны массам; при этом она будет направлена 
противоположно силе В.`Но теореме д‘Аламбера необхо- 
димо, чтобы сила В уравновесила еплу ©, т.-е. чтобы 


. _ вемьй. 


В виду сказанного, центр тяжести называется 
также центром пнерции, ‘* 


$ 28. Вращательное „движение неизменяемой системы 
около неподвижной оси. Положим, что под влиянием сил 
РР, Р,Ь,,.... (фиг. 48) данная система вращается около 
фиг. 48. оси, проходящей через точку 0 и перпендикулярной к 

плоскости чертежа. 
Сплы эти, по теореме д‘Аламбера, должны уравновешиваться сидами пнерции, 
„действующими на материальные точки тела а, а;, а,,... Пусть т-— маеса одной из 
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материальных точек а. Ее сила инерции будет слагатьея из_ центробежной силы 


инерции . 
а . 


/ . @= = тг, 


направленной от. центра 0, и тантенциальной силы инерции 


9—8 т #5 „= 


& = 0, уе , (0). 


Ко 
— угловое ускорение. Из предыдущего известно, что при равновесии тела, 


имеющего неподвижную ось, сумма моментов всех еил относительно этой оси равна 
нулю (сы. статику), 

Центробежные склы инерции не дадут момента. относительно оси 0, так как они 
проходят через эту ось; сумма моментов всех сил инерции, принимая во внимание и 
знак, выразитея через (— >7°0), хде г есть расстояние каждой точки от оск 0. 

Сумма моментов всех сил двигающих выражается через 


== Ра, -- Ра Р-р. 


Лоэтому 
. хРа— Ут" — 


Вынося ©, как постоянное, за знак суммы, получим: 


хРа=0хтт" = ти 


. Отеюда определяем утловое ускорение 6: 


УР 


Хи? 


Величина Уи называется моментом инерции тела относитеньно ®еи 
вращения и обозначается через +, т.е, ` 


тень, , @2) 


Так как момент инерции зависит от 7, то он тем более, чем’ дальше данная масеа, 
отетоит от оси вращения. Поэтому, если, напр., шар сплющить в диск, то момент инерции 
этого диска будет больше момента инерции шара. Обозналая сумму моментов всех сих 
относнтельно ови вращения через Г, т.-е. => Р&, получим уравнение вращательного 
движения в обычном ‘виде 


м. ..... 


: 6 

т=Тфь 

ини 
а 
ч-9 еее кения + (13} 


Итак: у060е усхорение при вращении твердо тела около неподвижной оси равно 
сумме моментов двиииощих сил относительно оси вразщепия, ‘разделенной на момент 
инерции тела относительно той же оси, 
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Если положим, что сумма моментов всех сил равна нулю, т.-е., если Г=0, то 


0 = 60756 


тело в этом случае будет вращаться равномерно. 


Здесь полезно указать аналогию вращательного и постунательного движений, по 
которой: 

Масса в постутиительном двиокении ирает роль, аналошчную в мохентом ииер- 
рии в0 вралцательном движении около меподвижной осн. 

Сила в поступалтельном движении израет роль, аналошчную с моментом вразца- 
щей нары в движении вранательном. 

Наконец: . 

Ускорение в постутательном движеении зирает роль, аналоичную с уловым уско- 
фением во вразцалтельном двиожении. 

Сюда же можно добавить аналогии, известные из кинематики, а пменно; 

Пройденному пути в поступалтелином двиоюеним соответствует упол поворота во 
вращетельном двиоюении. ” 

Окорости в постунательном двиокение соответствует умовая скорость во вра- 
чиительном демоюении. 

Ускорению в поступательном Эвиокении соответствует умовое ускорение во вра- 
щательном движении. 

‘Например: ‚ 

В поступительном движении: скорость есть нервая пройзводная от иройдениою 
пути по времени; ускорение равняется второй производной от пространства по вуе- 
мени или первой производной от скорости по времени. 

Во вращательном движении; 

Умовая спорость веть первая производная от узловозо 
перемещения по времени; узловое ускорение“равно первой про- 
изводтой от узловой скорости по времени или второй роизвод- 
ной от зла поворота по времени. 


$ 29. Определение периода, волебания физического маятника и 
часового балансира. Допуетим, что некоторое тело (фиг. 49) ко- 
леблется под действием тяжести около оси, перпендикулярной 
к плоекости чертежа и проходящей через точку 0. 

Назовем через ф угол, который образует в данный м0- 
мент линия 60, соединяющая центр тяжести с точкою 6, с 
вертикальной линией бу, и определим угловое ускорение 9. 

В нашем случае действует только одна сила тяжести, 
равная 49, где и-—масса маятника, приложенная в центре 
тяжести 0, Момент этой силы есть: 


Фиг. 49. 


'Т=9.бЕ- 06 зтф — нд .азй, уе . (@) 


где расстояние @6 обозначено через а. Так как этот момент появияется лишь по откло- 
нении маятника от положения равновесия и всегда стремится приблизить ео к этому 
10° 
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положению, то он называется восстановляющим моментом. Подставляя его веничину 


в формулу (73) получим: 
ид. а И фр 


неее. + (14) 


“Определим перпод колебания этого маятника. Для этого заметим, что если дна ма- 
ятника имеют при одинаковых углал отклонения одинаковые угловые ускорения, то и 
колебаться они будут одинаково; период же колебания математического маятника нами 
уже выведен. Таким образом, определение периода Колебания физического маятника 
сводится к отысканию такого математического маятника, у которого угловое ускорение 
было бы одинаково с угловым ускорением нашей колеблющейся массы, выраженным 
формулою (74). й 

Обозначим дтину этого маятника через { п отложим на линии 06 длину 00'—=1. 
Помещая в эту точку 0’, которая называется чентром качания, физическою маятника, 
массу ти и заставляя ее колебаться отдельно, получим дня ее восстановляющего мо. 
мента значение: 

Дот айь фу суете нь, 
момент ниерции ее 
Л=тВ, еее тень, (©) 
3 потому угловое ускорение будет ` 


откуда и определяем { — длину математнчебкого маятника, который колеблется так же, 


как данный физический маятнак: 
ра 


ив 


еее нньь (8) 


. Таким образом, длина физическоо маятника равна мюментиу инерции ею относительно 
ови вращения, разделениому а сталиический момент отпносшиельно той ое осн. 
ри этом сииниеским моментом называется произведение массы тела на рас- 
стояние вю центра тяюести от оси вращения. у 
Далее будет показано, что центр качания физического маятника всегда лежит 
дальше от точки привеса, нежели центр тяжести его. 
Из предыдущих рассуждений следует, что период колебания физического маятника 
равен в точности периоду колебания соответетвующего математического, 
Для малых размахов колебаний математического маятника (не превосходящих 5— 
10°), при которых дугн можно приравнивать хордам и синуеы углов углам (те ==), 
период колебаний математического маятника, как мы видели в $ 15 , равннется: 


еле + 60) 


9 `. . 
Всетавляя сюда значение { из формулы (75), мы получим для периода малых коле- 
баний физического маятника выражение: — 


у иене. 8) 
9 ра 
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В общем елучае колебания тела около положения равновесия под действием 'вос- 
становляющих произвольных сил (наир., спиральной пружины в часовом балансире), 
нужно вместо воостановляющего момента от силы тяжести уразйеф = драф брать вооста- 
новлающий момент действующих сил: 


Т= Оф, 
тде 
та 
$ № 


есть коэффициент восстановления рассматриваемого балансира, 
Угловое ускорение балансира, по уравнению (73), будет 


9-20 еее текие нь + (94) 


Сравнивая эту формулу с формулой углового ускорения маятника, качающегося 
с малыми амплитудами под действием сАлы тяжести: 


идазтф _ ида 
ое о Ф: 
видим, что закон качания часового балансира и маятника один и тот же. 
Приравнивая 
еп 
Чу 


` . 
и ветавляя получающееся отсюда, значение — в формулу (30), найдем период (двойного) 


колебания балансира, ы 


Формула 
еее ня (1) 


вполнё аналогичная формуле (34) для периода’ колебаний в прямолинейном постунатель- 
ном движении, приложима во всех случаях, когда восстановляющий момент нронорцио. 
нолен углу отклонения. Формулы дня периода колебаний математического и Фавического 
маятников являются лишь частными случаями этой формулы. 

Действительно, для физического маятника восвтановляющий момент 


А, = идазтф; 
дифференцируя, находим: т 
4. 
о г] 4006089; 


если угол отклонения ф не велик, так что можно считать 605ф ==1, то 


—— = 00. 
2 Еда, 
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т.е. коэффициент восстановления для тяжелого маятника равен произведению из уско- 
рения вилы тяжести на статический момент. 
Период колебания получается равным: 


я 1 

8 30. Теорема живых сил для системы. Назовем через эп, пи, т.,... массы точек 
системы, чер-8 %, %', в",...— начальные скорости этих точек, черев #, $, %,,...— ско- 
рости по прошестнии некоторого времени, через 7, Т,, Т.,,...- работы вил действую- 


щих на эти точки системы, включая сюда как силы действующие, так равно и силы 
происходящие от связей системы. По прибавления к силам действующим сил сопротив- 
ления связей, мы можем каждую точку системы рассматривать, как свободную, и для 
каждой из них написать теорему живых сил: 


пи? т 
т 
2 2? 


Сложив, получии: 


ии нее . (8) 


Сумма живых сил всех материальных точек системы называется живою силою 
системы. . 

УТ может быть разлошена на две чабти Фи Т,, где под Т подразумевается ра- 
бота всех движущих сил, а под 7, — работа сил, происходящих от связей системы. 

В анахитнческой механике будет доказано, что дин всякой системы работа от свя- 
зей 1) системы равна нулю: 7; =0, Это происходит оттого, что силы связей пли нор-_ 
мальны в перемещениям и не работают, как например сопротивление неподвижных по- 
зерхностей, или, по закону действия равного противодействию, равны и противоположны 
и совершают одинаковые по величине, но разные по знаку работы, как например сила 
натяжения абсолютно ненаменяемого стержня, соединяющего два шарика, Поэтому ура- 
внение (8) переписывается так: 


еек нная . (9) 


Эт и есть уравнение живых сил для системы, и из. него вытекает сле- 
дующая теорема: сумма ‘работ ввеф сил, действующих и систему за данный тро- 


2) Егая связи пе вазнсят от времени х без трения, 
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меокуток времени, равна приращению эсивой силы системы за пот же промежуток 


времени. . 


2 
Если Г>0, то о", 


ат? 98 
вели Тх0, тв ре. ое , 


2 зе 
ИИ ут, 
=. 


ели Т=0, 


Отоюда вытекает следующее правихо передачи работы: 
вели сумма работ двиолощих сил, действующих на систему (сюда вкаочаотся и 
`вилы трения) полооюительна, то эвивая сила увеличивается; если сумма эта отри- 
цалпельна, то живая сила уменьшается, и, наконец, если она равна нуле, то экивая 
сила системы не изменяется. 
Необходимо заметить, что сила ниерции производит отрицательную работу. 
Опредехим живую сиху системы при ее поступательном и вращательком движениях, 
В случае поступательного движения скорости воех точек системы одинаковы: 


фу" ==.... поэтому 


где М есть масса всей системы. Следовательно, ири поспиупательном двиоюених си- 
стемы живая сила ‘равна массе всей системы,. умноженной на половину квадрата. 
скорости. 

При вращатеньном движении имеем, что скорость каждой точки равна @т, тде © 
воть угловая скорость вращения системы, а х— расстояние ‘точки от осп врашения; 
поэтому имеем: 
позу я 008 
——_= 55 


тде /= 5 им”, ееть момент инерции. 

Итак, в случае враикутельноюо движения сивая сила ‘равна половине‘ произведения 
1 квадрата узловой скорости на момент инерции, . 

Аналогия между вращалельным и поступательным движекием распространяется и 
на теорему живых сил. Также распространяется она и на теорему о количествах дви- 
жения, которая для вращательного движения будет выведена в курсе аналитической 
мехавики. у 

Согласно сказанному выше, ускорение постунательною двизюения, получается, делл, 
силу на массу, а упловое ускорение во врашиительном двиовении получается, деля мо- 
‚мет врацииощейся пары на момент инерции. Равкым образом, живая сила поступатель- 
ного движения получается, как сейчае сказако, помиожая массу на половину квадрата 
скорости, а живая сила вращательного движения получается, помножая момент ниерции 
ва половину квадрата угловой скорости. 

Если на круге, радиус которого равен единице, поместить точку, масса которой 
равна 7, то живая сиха этой точки, при вращении с расбматриваемою угловою ско- 
ростью, будет равка живой силе всей системы, 
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$ 31. 0 движении центра тяжести свободной системы. Система называется свобод- 
ною, если ее можно двигать во всяком направлении и повернуть около всякой 
оси; такая система не должна иметь внешних препятствий, т.-е. она не должна опи- 
раться на неподвижные тела, не должна быть привязана к ним ит. д. Вопрос о дви- 
жении центра тяжести такой системы решается помощью основной теоремы, изложению. 
которой мы предтошхем две вопомогательные теоремы, а именно: 

Теорема |. Проекция поличества движения центра тъяжести всякой системы. чих 
чаную-либо ось равна сумме проекций количеств двизюений. всет точек се па пиве оса. 

Мы имели в статике для координаты (2) центра тяжести уравнёние- 


= ЯР _х тя Ут 
УР 2 т 


Здесь количество Р, как вес материальной точки, заменено через 90; величина. 
ип есть не что иное, как масса всего тела М; 
а, а потому 


2 


=, М-=хта .... (80) 


Пусть по прошествии времени 44 абецисса 2 из: 
няетея на 2, абециесы же х отдельных точек 
п, в, в,,... (фиг. 51) системы изменяются на 45. 
Верем производные по времени от обеих частей 
Я 

уравнения (80) п замечая, что и ееть, не что 
—— 
иное, как проекция скорости центра тяжести © 


— 4 
на оеБ Ох, т.-е.9„, и точно также производные # 


будут представлять проекции скоростей точек системы на ось 0х, т.-е. »„ будем иметь; 


® 9х 
М = т, 

й Мо, == Ут; (81) 

иначе говоря, 
пр, (М5) = У пр, (и) (81) 

Аналогично 

М, = Ято,; пр, (Мо) = Х пр, (тэ) {82) 
Мо, = жму; пр. (М0) = Упр. (16) {83) 


Если перенесем все количества движения в центр тяжести и сложим их по пра» 
вилу многоугольника, как предотавлено на фигуре 51, то замыкающая сторона, согласно 
доказанным уравнениям (81), (82) и 83), представит по величине и направлению колн-. 
чество движения центра тяжести №. 

Отсюда следует теорема: яоличество двиокения цеира зпяжести, в котором со- 
средоточена ввя масса системы, есть вометрическая сумма количеств двиоюения всех 
чиипериальных точек, составляющих эту систелцу. 

Теорема 2. Сила инерции центра тяокести всякой ристены, в котором с01едо- 
зпочена вся масса тела, ость равиодействующая ввеф сил инерции точек знела, пере- 
несеиных в центр тяжести, 
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` $ 
Взяв производную от формулы (81') и ныея в виду, что Е представляет нроек- 


цию полного ускорения центра тяжести 7 на ось 0х, (фиг. 52), т.е. 


чим: 


переменнив знаки, найдем 


4 пр,, полу 
В 

пр, (147) = Х пр, (и; | 
— пр.) =Ь—Фх пр. | (84) 


Знаки в обеих частях равенства переменены потому, что силы ниерции направлены 


2 


Са 


в стороны, противоположные ускорениям. Подобным 
же путем найдем аналогичные равенства дня осей 
буи 02. 

Формула (84) доказывает вторую вспомогатель- 
ную теорему. Изложив эти теоремы, справедливые 
для какой угодио системы, можем перейти к расемо- 
трению основной теоремы о движенни центра тяжести 
свободной системы. ем ео ры Ё 

Теорема. Демир тяжести свободной системы 
двиоюется, как одна материальная тточка, в ко- 
порой сосредоточена вся масса системы и к кото- 
рой приложена равнодейсивующия всех внешних 
вил, перенесенных. в центр тлоюеети. 

По теореме д‘Аламбера силы инерции всех то- 


чек системы должиы быть уравновешены силами, на этн точки действующими. По этой 
причине. для этих сил необходимо удовлетворение трем нервым уравнениям равновесия 


свободного твердого ‘тела. 


$Х— Хир, (0) =0, | 


На основанни формулы (84) пишем: 


ХУ Хир, и) =0, в... . (85) 
х7-— Уп. (т) =0. | 

Х=инр, М, 

Уи, (М, т. . 86) 


х = 1р, (М7. 


Сложим эти равенства, возвысив предварительно в квадрат. Замечая, что сумма квед- 
ратов проекций величины М на, прямоугольные оси координат равняется (28) и на- 
зывая через Д равнодейетвующую всех внешних сил, получим: 


В = (м), 


. (87) 
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Что кавается направления полного ускорения центра тяжести, то. оно совпадает с 
направлением равнодействующей внешних сил. Действительно, согласно формулам (86) 
и ($7) будем иметь: 


—  пр»() хХ = У -_28 
воза 98 “> 6058 т 107 ..... . (88) 


тде через а, В и? обозначены утлы полного ускорения 7 с осями координат. Таким 
образом, полное ускорение центра тлосести свободной системы, выражлется по ввли- 
чине равнодействующей всех внешних сил, перенесенных в этот центр, разделенной 
на массу системы, и направлено по этой равнодействующей, что и. требовалось до- 
казате. 

оли В=0, то формула (87) дает 7=0.. 

Это может быть только тогда, когда, центр тяжеети или движется прямолинейно и 
равномерно, или неподвищен. Отсюда вытекает начало сохранения иентра тяжеети: 
центр тяоюести свободной системы, `на Которую не. действуют внешние силы, нало- 
дится в покоев или движется прямолинейно и равномерно. 

’ Отметим, что внутренние снлы не имеют влияния на двнжение центра тяжести, 
так как они попарно равны п противоположны; по этой причине они уравновешиваютея 
ив состав сумм ХХ, ХУ и 3Ё не Входят. 

8 32. 0 шошентах инерции. ЛМомениюм инерции тела относительно оси называется 
сумма произведений ‘масс всех материальных точек тела ‘на квадраты расстояний ит 
от оеи. Таким образом, если через ^ обозначим расегояние какой-нибудь точки от оси, 
& Через и — массу ее, то для системы материальных точек момент инерции выразится‘ 


через тя. елены. @8 


Для того, чтобы получить момент инерцин сплошного тела, его разбивают на бес- 
конечно-малые объемы 4. Пусть`у будет весовая плотность. тела, т.-е. вес еди- 
ницы объема вещества тела, изменяющаяся от одного бесконечно-малого злемента до 


другого. Вес объема 42 выразнтся через 7%, а масса его в ‚ тде 9 ускорение 


силы тяжести. Таким. образом: . - 
9—5 м, ; . 


но 7 есть так называемая изссовая плотность, т.-е. масса, отнесениая в объему, — 


для однородного тела это есть ‘количество массы, заключенной в единице объема. Обовна- 


чая чер ©, получии: й 
` Е о бо о и... . ‚ . (90) 


Последнее равенство И: написать, если тело охнородно и у а, следовательно, и 
в, суть величины‘ постоянные. 
Моменты инерции“ площадей и ликий будем определять, предполагая их покры- 
тыин масезин равномерно, так что величину о можно „будет считать ‚для них величиной 
- поетоянной. Эти моменты инерции выразятся: 


Ч, 20’ 274 еее нна « (90') 
ЕО" ХА, еее нана (90') 
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В формуле (30') 8 есть элемент площади, &.(’— количество иаесы, распределенной на 
единице площади, — так называемая ‘поверхностная плотность; в формуле (90") 
4 есть элемент длины, а $” количество массы, распределенной на единице длины ли- 
нии — так называемая линейная плотность. За- 
метим, что, когда о©=1, то наши формулы (90—90") 
дают величины, которые могут быть названы момен- 
тами инерции объема, площади и линии. ‚ 
`Приведенною масвою к данной точке называют 
массу, которую надо сосредоточить в этой точке, 
|4 ор \Иобы полученноя материальная. точка имела отино- 
сшпельно данной оси зпот вое. момент инерции, что 
4% в66 зпело. Положим, что такая точка, должна ототоять ` 
ОТ ОСИ 22 (фиг. 53) на расстоянии 4. Называя приве- 
9 . денную массу ‘через м, получим: ` 


= 


з ра 
2 ` ИР, в= . 
Фиг. 53. Рад . 
: адиусом инерции называется -раветояние ой 
оси такой почки, для которой приведенная масса ‘равна массе всезо тела. 
Навывая массу всего тела через Ли радиус ниерции его ‘через Е, получим ' 


5 в_1/Х . | . 
г-ивь 1-/ ета 89] 


Таким образом, длина радиуса ниерции равна корню квадратному из момента инерции 
тела, разделенного на массу его. у 


.8 33, Теоремы о моментах инерции. Мы имёем в виду определить моменты инерции 
некоторых простейших тел, дин чего предварнтельно необходино изложить несколько 
теорем, из которых две относятся к моментам инерции, а третья алгебраическая. 

Теорема 1. Момент инерции тела относительно какой-нибудь оси равняется мо- 
менпу инерций относительно оси, ей парал-` 
лельной и проходящей через центр тязвести 
пела, сложенному с произведением из массы 
всео тела, на хвадрат засстояния между 
осями, | 

Положин, что оси ‘координат длух (фих, 54) 
имеют начало в центре тяжести воего тела 0. 
Назовем через 7 момент инерции относительно 
оеи 0’, которая параллельна ‘оси 0х и лежнт 
в плоскости 102 на расстоянии @ от оси 0х. 
Для величины „Г можем написать: 


и 


х Фиг. 54. у У= Уи ,..,. . (88}/. 


тде т есть масса материельной точки а, & ?'— расстояние точки а от осн 0';’. Соединяя 
точку а, — проекцию точки а на плоекость хбу— с основаниями 0 и 0’. осей 02 н 0б',` 
‚можем написаль следующие соотношения между величинами и 7’ и координалаии х иу 
очки а: # 
. пу 
ны (д Чу" ара — 29-9. 


— 156 — 
В виду этого выражение (92) принимает вид: 


хта?- а" — эта) = Хи "| х 714? —- Уна. 


Так как.Хли* =.7, представляет момент инерцип тела относительно его центра тяжести, 
а Ут -==М, где М. есть масса всего тела, то равенство это примет вид 


= ИФ - 2951... .. (89) 


Что. касается величины №715, то замечаем, что формула для координаты центра тяже- 
сти $ пишется так: 

Ут 

4. 


В данном же случае центр тяжести лежит, по условию, в начале коор- 
динат; следовательно его абсцисба % равна нулю; поэтому и № также 
есть нуль, в виду чего уравнение (98) примет вид: 


С = Ма... . 94 


Помощью этой теоремы можно обнаружить некоторые свойства фи- 
зического маятника. Называя через „7 момент инерции маятника охно- 
сительно точки подвеса 0 (фиг. 55), а через „Л, — момент инерции его 
относительно оси, проходящей через центр тяжесхи 6, п принимая во. 
внимакне, что /==/1а, где }— длина физического маятника, (урав- 
нение (75) $ 29 стр. 148), получим: 


= 4%-- Ма? =1Ма; 


Фиг. 55. 


отсюда имеем . 


а: ь.. ... (95) 
Перейдя к чертежу, имеем 
ос. уе. иене . (95) 


Основываясь на форме уравнения (95'), можно построить точку @', — центр кача- 
ния данного маятника. Воестановляем из па тяжебти его 6, перпендикуляр, на ко- 


тором откхадываем 8 — = ; точку В соединяем с 0 и проводим 28’, пер- 
т 


пендикулярно к линии 00; пересечение его © 06 и будет представлять собою 

искомый центр качания маятника 4". 

9 Эта теорема принадлежит Гюйтенсу; она показывает, что между центром 
начания и точкой привеса маятника существует зависимость такого рода: если 
мы перевернем маятник и сделаем центр качания точкою привеса, то прежняя 
точка привеса сделается центром качания, и маятник будет качаться совер- 
менно так же, как. п прежде. 

Эта зависимость дала механику Катеру возможность построить оборот- 
ный маятник для практического определения центра качания маятника. 
На стержне маятника располагалот две призмы (фиг. 56} и, привешивая его 
сперва за одну из них, считалот, сколько колебаний сделает он в определенное 
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время; затем перевертывают его п, подвесив за другую призму, поднимают или опу- 
скают эту последную до. тех пор, пока маятник не будет делать столько же колеба- 
ний, как и в первом случае. Расстояние между призмами в случае одинакового числа, 
колебаний и будет выражать собою длину того ма- 
тематического мазтника, который колеблется одина- 
ково с данным физическим маятником. 

В оборотном маятвике один шар делается пу- 
стой, а другой сплошной. * 

Теорема, 2. Сумма моментов инерции площа- 
ды около двух взаимно перпендикулярных овей, ло- 
эещих в ев плоскости, равна момешту инерции 
этой площади около оси, проходящей чероз точну 
пересечения двух первых осей перпендикулярно к 

Фиг. 57. ^ плошади. 

* Положим, что материальная площадь 5’ (фиг. 57) 
помещена на. плоскости координат хбу. Назовем через „7, 7, +7, моменты инерции отно- 
сительно осей координат, так что 

„= Ху, «7, = Хил”. 


2 


Сложив зти два равенства, получим 


р .-ЕЛ, = Эт у) = =... (98) 


Теорема 3 есть, собственно, теорема об определенном интеграле, известная из 
курса интегрального исчисления, и выражается так: 
1 


тете 8 


“ “ 
| ОЕ = 6[ "ар = 0% 
В В р? 
8 34 Определение моментов инерции различных тел. Во всех разбираемых ниже задачах ве- 
„личина плотности о предполагается постоянной, т.-е. тела предполагалотся однородными. 
1. Момент инерции прямого отрезка. По- 
ложим, что требуется определить момент инерции 
прямого отрезка ИВ (фпе. 58) относительно оси ууу. 
Назовем через х расстояние какой-нибудь точки р 
отрезка АВ от осп уу; тогда, разделив весь отрезок 
на безконечно-малые элементы &, получим (8 32, 
формула 90): 


У= Говил. 


Фиг. 58. . и " 
, Здесь о" — линейная плотность раввяется‘., 
где у’ =- весовая плотность, отнесенная к длине; {-- длина отрезка; произведение о &— 
масса злемента фи. Из бесконечно-малого треугольника р4з, где 45 есть приращение 4х, 
имеем: 
95 = ра зтф= т ф = 45, 


_ 
— зто‘ 
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о " 
„тах _ © { 
т {* тр ЗФ ВЫ 


Подставляя, имеем 


Производя. интеграцию, находим: 


а, таЕ как @ =] н 04 = М, то 
8 ф 
х И ен. 1... (08) 


Итак. момеии инерции отрезка прямой линии, пересекающей ось, оттосилтельно 

зоторой берется момент, равен одной-трети масеы отпрезка, умножениюй на квадрат 
расстояния вопца отрезка от оси моментов. 
* в Последняя формула показывает, что при- 
веденная масса отрезка в точке В равна одиой 
трети массы отрезка. Формула (98) имеет место 
и в том случае, когда ф= 90°; тогда 


а = 130 90° = 


1 ив 
МР ...... 09) 


Момент инерции линии, не пересекающей ось, 
можно определить, как разность моментов отрезков ВВ и АВ (фиг. 59), для чего линию 
АВ надо продолжить до пересечения с осью ‘уу моментов инерции, в некоторой точке В, 
так что, называя через „Лав момент пнерции линии АВ, через /рв — момент инерции 
линии 88, через „/».— линни ДИ, будем иметь: 


“Раз = Чрв— ол. 


2. Момент инерции площади прямоутольника. Предположим, что .оеБ, относи- 
тельно которой определяется момент инерции, 
проходит через сторону основания АЕ=б (ось 
55, фиг. 60). Разбивая прямоугольник АВВЕ на 
бесконечно-тонкие полоски, параллельные сто- 
роне АВ =, получаем У, = где через #, 
обозначен момент инерции каждой полоски р9. 
Назовем через т массу каждой полоски; тогда, 
по предыдущему (форм. 99) будем иметь: 


, 1 о 
за 
а? м 
Фиг. 60. ==: ша. . (100) 


Такны образом, моменя чнерция площади прямоуюльника отпосительно ое, 
совпадающей с ею основанием, равняется одной зпрени массы прямоуюльника, умпожен- 
ой па‘нвадрет высоты ею, 
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Определим моменты инерции прямоугольника относнтельно осей, проходящих черев 
центр тяжести и параллельных его сторонам. 

Через центр тяжести @ проведем ось хх параллель 5$ и определим момент инерции 
относительно ее. По 1-й теореме о моментах инерции, имеем: 


лем, 


откуда , 
Май Ма? Ма ы 
. ПА а ото. 080 
Точно также найдем, что у р 
т, ео. 409 


зу 


Обозначая Через «Л, момент инерции относительно оси, проходящей через точку 6 
перпендикулярно к плоскости прямоугольника, найдем: 


м С 

5 х.-, ве еее + 002) 
Итак, люмен инерции прямоуольника 
относительно оси, зроходящей через 10 
центр тяжести перпендикулярно ео плос- 


хост, равен > массы прямоуюльника, ум- 


1 
18 
‘ножсениой на квадрат диелонали. 

3: Момент инерции площади треуголь- 
ника. Сначала определим момент инерции 
прямоугольного треугольника. Положим, 
что мы имеем прямоугольный треугольник 
Е АВЕ (фиг. 61), с основанием АЕ=а и высотой 
АВ =. Дополним его до прямоугольника АВВЕ 

Фиг, 61. Момент пнерцпи прямоугольника АВВЕ отно- 
сительно оси хх, проходящей через @, — центр 
тяжести прямоугольника, как было уже выведено раньше, равен . 
МА 


у Зы, ен: - 688) 


тде МА— масса треугольника. Но, так как оба наши треугольинка относительно 
оси хх располагаются совершенно одинаково, . то момент инерции одиого треугольника 
будет в два раза менее, т.-е. - 


Ма, . 
«= в еее ее но с + (104) 
Теперь определим момент инернии треугольника относительно оси, проходящей 
через центр тяжести его, при чем заметим, что расстояние между осями прямоуголь- 
1 
ника хх и треугольника ‘уу, проходящими через их центры тяжести, равное 6; позтому 


(8 __ Ма, Ма, _ М4 
ма ($) ВИНЕ, ...... 005) 


и =, 


зу = 


Точно также 


18° 
т... момент инерции прямоуюльною треуюльшика отнювительно ови, параллель- 


:. .. 1 
ой одному из во катетов и проходящей через ео центр тяокести, ‘равен 18 900 


зяреуюлыита, умпожениой на квадрат катета, перпендикулярно осн зюменов. 

, Обозначив через „Г момент инерции относи- 
тельно оси, проходящей через точку 6 перпендику- 
лярно к плоскости треугольника, получим: 


М 
35 


. (106) 


л=л.-Щечи 


т-е. момент инерции прямоутольнотю преуюль- 
зака относительно оси, пролодящей через цеттр 
зпяжбести вю и перпендикулярной в сю плоскости, 
р 0 массы, умпожениой па квадрат и- 
лотенузы. 

Ели нам дан какой-нибудь треугольник 
ВВ (фиг. 62), ю для определения момента инерции его разобъем треугольник на два 
прямо-угольных треугольника АЁВ и ВЕВ, тогда момент инерции всего треугольника, 
АВВ относительно осп хх, проходящей центр тяжести б и параллельной стороне А бу- 
дет равен сумме моментов двух прямоугольных, т.-6. 


л-я.+тз 


равен, 


Фиг. 62. 


но 
. РЯ 
рй 18 
р . 
г. 
поэтому 


Итак, момент инерции веякою зиреульника озниовительно осн, проходящей через 
цеотр зпяжести и параллельной сло. осповатию, ра- 


. т : .. 
вилется ту; части массы ето, умпоженной па *вад- 


| 
| 
| 
| рат высоты. 
| 4. Момент инерции окружности. Положим, 
что окружность, радиус которой равен а (фиг. 63), 
находится в плоскости чертежа. 

’ Определим момент инерции ве относительно 
ОИ 22, перпендикуларной к плоскости 
чертежа. Имеем: 


Фиг. 63. 9. = Хта = Ма, ...... (107) 
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потому что г есть величина постоянная, равная а, а кроме того 
#т=М. 


Принимая во внимание теорему 2 $ 32 (стр. 157), а также то, что в данном случае 
,—=., имеем: 
9, _ Ма 


еее еее + 108) 


т.е. момеши инерции окруженоспив оттосительию оси, протодлащей через центр и 
леутендих: Гаярной ® ве плосности равилетея массе, умпоосениой на квадрат радиуса 
окружности, а относительно оси, лежащей в пдос- 
хоста окружность и проходящей через центр, 
равняется половине массы, умпожениой на квадрат 
радиуса. 


5. Момент инерции площади круга. Назовем 
через «Л, момент инерции всего круга относительно 
оси, проходящей через центр его и нернендикулярной 
в, плоскости круга, а через .7, и -/,-— моменты инер- 
ции относительно осей, лежащих в плоскости круга 
{фиг. 64). 

"Тогда будем иметь; 


фиг. 64. =, = Хту-- Хтл = Хт 2-4). 
Во так как в данном случае Ч.= то 


. «7, =), = Уи", 
так как вообще 


=-- 


Разбив тенерь весь круг концентрическими окружностями на ряд бесконечно тон- 
ких колел, можем тот же момент „Л, предетавить так: 


« а А 
о’. 2лр фт. == 20" | ти == 20 а от. 
. - ° % 2 
Замечая, что ла*о’ = М — массе площади круга, имеем: 
` те 
. 5 Ма". еее 09) 


== 


й ее + (10) 


Следовательно, момени инерции площади круа относительно оси, проходящей 
через ©0 цештр перпендикулярно к в0 плоскости, равияется половине массы, умно- 


> 1 
эюениой на квадрат радиуса, а относительно диаметра равен 1 массы на ъвадрат ра- 


днуса. 
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6. Момент инерции об'ема цилиндра. 
Разбив цилиндр плоскостями, перпендикуляр- 
ными к оси цилиндра уу (фиг. 65) на беско- 
нечно-тонкие слои и назвав. через В момент 
инерции каждого из этих слоев, получии: 


= А 
Но наши слои можно рассматривать, как пло- 


щади кругов, равномерно покрытых массами; 
’ поэтому по формуле (109) имеем: 


где 2 есть масса бесконечно-тонкого слоя. Подставив в формулу = М величину $, 
получим: 


а? 
5 У; 


так как № = М, то 
= 0,5 Маз, еее не. 9) 


т.-в. эюменй инерции обзема цилиндра относительно оси ею равен половине массы ею, 
умноженной на квадроли радиуса. 

7. Момент инерции объема конуса. В этом случае, так же, как и в предыдущем, 
плоскостями, перпендикулярными оси конуса бу (фиг. 66), разбиваем его на ряд беско- 
нечно-тонких слоев. По прежнему имеем в00б- 
ще: +7, = 2; но, по формуле (109) 


а ябау 
и ^ 


Поэтому, принимая во внимание, Что пределы 
изменения х суть 0 и а, имеен: 


9= 2 [тб 2 2 ау. 


Из чертежа видно, что 


--у 


Чу = @% 19 0; 


следовательно 
ло 


2 


“ лос 0 (“ 
р ‘ато 0 = —5” ”( 


очаг. 


Интегрируя, получим 


х 20600 а __ лед’. а000.3а* 
2 ‘5 310 , 
но а 9—1, поэтому ' 
лей? 3а* 
73—70; 


5 
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201 М массе конуса, то 


\ 7—0.3 Ма и... . 1) 


т.е, момент инерции объема конуса равняется 0,3 массы, умпоженной на квадрат 
‘радиуса основания. 


так как 


8. Момент инерции объема шара. Концентриче- 
скими сферами разбиваем шар на бееконечно-тонкие 
слои. Обозначим через а радиус шара (фиг. 67), через 
1, у, г — проекции радиуса на осн координат 0х, ду, 
0;, ииеющие начало в центре шара 0; получим: 

` 


„=т (УЕ =) 
у = (#2) 
9. =т у, 


но, так как 


. =, =, 
й ° то 
Фиг. 67. 5.5 Л, НЯ, =34; 


дозтому , 


37, = т (-а- ри 2 - у) =ахт (а Ну) == 3х, .. (113) 


так как видно из чертежа, что 


арии 


Далее, 
“ 
Хим? = [| „4.1 = да | эк. 
Е о 


Производя интеграцию, находии: 


2 
хи 
У" ==4ло 5 
одставив в уравнение (118), получим: 
а 


3-7, =2.4 о 


Е 
5 


ра зао одай 


а, так как, 
, 4. _ 

87% = М, то 
7. =0,4 Ма? . еее нае. (3) 


Таким образом, момени инерции обзема щара относительно одною из диаметров 
10 равен 0,4 маесы шара, умноовенной на квадрат ео радиуса. 
Из вышесказанного видно, что моменты инерции цилиндра, шара и конуса, при 
равных радиусах и массах, относятся между собою, как 
` 5:4:3, 


т.е. как стороны египетского треугольника. 


